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I." PARTIE. Analyse algébrique. 



DB L IMPRIMERIE ROYALE. 



Chez Debliie frères , LibrAîrei du Roi et d« la Bibliolhè^ue du Roi , 
nie Serpente, n." 7. 



INTRODUCTION. 



Q tJELQUES personnes, qui ont bien voulu 
guider ines premiers pas dans la carrière 
des sciences , et parmi lesquelles je cite- 
rai avec reconnaissance MM* Lapldce et 
Poisson, ayant témoigné le désir de me 
voir publier le Cours d^analyse de FEcoIe 
royale polytechnique , je me suis décide 
à: mettre ce Cours par écrit pour la plus 
grande utilité des élèves« J^en offre ici la pre« 
mière partie connue sous le nom SA nalyse 
algébrique, et dans laquelle je traite suc- 
cessivement des diverses espèces de fonc- 
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tiens réelles ou imaginaires , des séries 
convergentes ou divergentes , de la résolu- 
tion des équations 9 et de là décomposition 
des fractions .rationnelles* En parlant de 
la continuité des fonctions , je n^ai pu me 
dispenser de faire connaître les propriétés 
principales des quantités infiniment pe- 
tites 9 propriétés qui servent de base au 
calcul infinitésimal* Enfin , dans les préli- 
minaires et dans quelques notes placées à 
la fin du volume, j'ai présenté des déve- 
loppemens qui peuvent être utiles soit aux 
Professeurs et aux Elèves des Collèges 
royaux , soit à ceux qui veulent faire une^ 
étude spéciale de Tanalyse» 

Quant aux méthodes , j'ai cherclié u leur 
donner toute la rigueur qu^on exige en 
géométrie , de manière à ne jamais recou- 
rir aux raisons tirées de la généralité de 
falgèbçe* Les raisons de cette espèce , quoi*- 
que assez commiinément adn^ises, surrtout 
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INTRODUCTION. nj 

JEaifS fe passage des séries convergentes 
aux séries divergentes > et des quantités 
i^elles aux expressions imaginaires^ ne peu- 
vent être considérées y ce me semble ^ que 
comme des inductions propres à faire près- 
sentir quelquefois ia vérité y mais qui s'ac- 
cordent peu avec l'exactitude si vantée des 
sciences mathématiques** On doit même 
observer qu'elles tendent à faire attribuer 
aux formules algébriques une étendue in- 
définie , tandis que, dans ia réalité, ia plu- 
part de ces formules subsistent uniquement 
sous certaines conditions , et pour certaines 
vafeurs des quantités qu'elles renferment. 
En déterminant ces# conditions et ces va- 
leurs, et en fixant d'une manière précise le 
sens des dotations dont je me sers , je fais 
disparaître toute incertitude ; et alors ies 
différentes formules ne présentent plus que 
des relations entre les quantités réelles, re- 
lations qu'il est toujours facile de vérifier 
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par la substitution des nombres aux quan* 
titës elles -mêmes* II est vrai que^ pour 

rester constamment fidèle à ces principes, 
je me suis vu forcé d^admettre plusieurs 
propositions qui paraîtront peut-être un 
peu dures au premier abord* Par exemple , 
j'énonce dans le chapitre VI , qu*t^72^ série 
divergente n^apas de somme; dans le cha- 
pitre VII, qu'une éqtiation imaginaire est 
seiilement la représentation symbolique 
de dettx équations entre quantités réelles; 
dans le chapitre IX, que, ^e des constantes 
ou des variables comprises dans une Jonc-' 
tion > après avoir été supposées réelles , 
deviennent imaginaires , la notation, à 
l^uidè de laquelle la Jonction se trouvait 
exprimée, ne peut être conservée dans le 
calcul qu^en vertu d^une convention non» 
velle propre à fixer le sens de cette nota^ 
tion dans la dernière hypothèse; &c. Mais 
ceux qui liront mon ouvrage reconnaîtront, 
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je Tcspère, que les propositions de cette 
nature , entraînant Theureuse nécessite 
de mettre plus de précision dans les théo- 
ries, et d'apporter des restrictions utiles à 
des assertions trop étendues , tournent au 
profit de Tanalyse, et fournissent plusieurs 
sujets de recherches qui ne sont pas sans 

« 

importance. Ainsi , avant d'effectuer la 
sommation d'aucune série, j'ai dû examiner 
dans quels cas les séries peuvent être som- 
mées, ou, en d'autres termes, quelles sont 
les conditions de leur convergence ; et 
j'ai, ace sujet, établi des règles générales 
qui* me paraissent mériter quelque atten- 
tion* 

Au reste, si j'ai cherché, d^une part, à 
perfectionner l'analyse mathématique , de 
i'autrc, je suis loin de prétendre que cette 
analyse doive suffire à toutes lès sciences 
de raisonbemcnt. Sans doute , dans les 
sciences. qu on nomme naturelles, la seule 
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métliodc (qvL on puisse employer avec sncccs 
consiste à observer les faits et a sonmettre 
ensuite les observations au calcuL Mais ce 
serait une erreur grave de penser qu^on ne 
trouve la certitude que dans les démonstra- 
tions géométriques 9 ou dans ie témoignage 
des sens ; et quoique personne jusqu^à ce 
jour n'ait essayé de prouver par Fanalyse 
rexistence d'Auguste ou celle de Louis XIV, 
tout bomme sensé conviendra que cette 
existence est aussi certaine pour lui que le 

« 

c^trré de f bypotbénuse ou ie théorème de 
Maclaurin. Je dirai plus ; la démonstration 
de ce dernier théorème est à la portée d^un 
petit nombre d'esprits , et les savans eux- 
mêmes pe sont pas tous d'accord sui fé- 
Rendue qu'on doit lui attribuer ; tandis que 
tout Je monde sait fort bien par qui la France 
a été gouvernée dons ie dix-septième siècle, 
et qu'il ne peut s'élever à ce sujet aucune 
contestation raisonnable. Ce que je dis- ici 
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(Tun fait historique peut sVppIiquèr égaler 
ment à uae foule de questions ^ en religion ^ 
en morale 9 en politique. Soyons«donc per^ 
suadës qu'il existe des vérités autres que les 
vérités de Tidgèbre > des réalités autres que 
les objets sensibles. Cultivons avee ardeur 
les sciences mathématiques, sans vouloir les 
étendre au-delà de leur domaine ; et n'ai- 
ions pas nous imaginer qu^on puisse atta- 
quer fhistoire avec des formules , ni don- 
ner pour sanction à la morale des théorèmes 
d'algèbre ou de calcul intégral. 

En terminant cette Introduction y je ne 
puis me dispenser de reconnaftre quç les 
lumières et les conseils de plusieurs per« 
sonnes m'ont été fort utiles , particulière- 
ment ceux de MM. Poisson, Ampère et 
CorioUSé^e dois'a ce dernier , entre autres 
choses 9 ia règle sur la convergence des 
produits composés d'un nombre infini de 
facteurs , et j'ai profité plusieurs fois des 
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observations de M» Ampère , ainsi que des 
méthodes qu^ii développe dans ses Leçons 
d^analyse* 
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PRÉLIMINAIRES. 

REVUE DES DIVERSES ESPÈCES DE QUANTITÉS RÉELLES QUE l'ON PEUT CONSIDÉRER, SOIT 
EX ALGÈBRE, SOIT EN TRIGONOMÉTRIE, ET DES NOTATIONS A L'aIDB DESQUELLES ON 
LES REPRÉSENTE. — DBS MOYENNES ENTRE PLUSIEURS QUANTITÉS. 



Pour éviter toute espèce de confusion dans le langage et récriture 
algébriques, nous allons fixer dans ces préliminaires la valeur de plu- 
sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit à 
TAIgèbre ordinaire, soit à la Trigonométrie. Les explications que nous 
donnerons à ce sujet sont nécessaires, pour que nous ayons la certi- 
tude d'être parfaitement compris do ceux qui liront cet Ouvrage. Nous 
allons indiquer d'abord quelle idée il nous parait convenable d'atta- 
cher à ces deux mots, nombre et quantité. 

Nous prendrons toujours la dénomination de nombres dans le sens 
où on l'emploie en Arithmétique, en faisant naître les nombres de la 
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la 
dénomination de quantités aux quantités réelles positives ou négatives, 
c'est-à-dire aux nombres précédés des signes + ou —. De plus, nous 
regarderons les quantités comme destinées à exprimer des accroisse- 
ments ou des diminutions; en sorte qu'une grandeur donnée sera 
simplement représentée par un nombre, si l'on se contente de la 
comparer à une autre grandeur de même espèce prise pour unité, et 
par ce nombre précédé du signe + ou du signe —, si on la considère 

OEupresde C, — S. Il, I. III. 3 
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comme devant servir à l'accroissement ou à la diminution d'une gran- 
deur fixe de la même espèce. Cela posé, le signe -h ou — placé devant 
un nombre en modifiera la signification, à peu près comme un adjectif 
modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numérique d'une 
quantité le nombre qui en fait la base, quantités égales celles qui ont 
le même signe avec la même valeur numérique, et quantités opposées 
deux quantités égales quant à leurs valeurs numériques, mais affec- 
tées de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de 
rendre compte des diverses opérations que l'on peut faire subir aux 
quantités. Par exemple, deux quantités étant données, on pourra tou- 
jours en trouver une troisième qui, prise pour accroissement d'un 
nombre fixe, si elle est positive, et pour diminution dans le cas con- 
traire, conduise au même résultat que les deux quantités données, 
employées l'une après l'autre à pareil usage. Cette troisième quan- 
tité, qui k elle seule produit le même effet que les deux autres, est ce 
qu'on appelle \^\xt somme. Ainsi les deux quantités — lo et -+- 7 ont 
pour somme — 3, attendu qu'une diminution de 10 unités, jointe a 
une augmentation de 7 unités, équivaut à une diminution de 3 unités. 
^yo«/er deux quantités, c'est former leur somme. La différence entre 
une première quantité et une seconde, c'est une troisième quantité 
qui, ajoutée à la seconde, reproduit la première. Enfin, on dit qu'une 
quantité t%t plus grande o\x plus petite qu'une autre, suivant que la dif- 
férence de la première à la seconde est positive ou négative. D'après 
cette définition, les quantités positives surpassent toujours les quan- 
tités négatives, et celles-ci doivent être considérées comme d'autant 
plus petites que leurs valeurs numériques sont plus grandes. 

En Algèbre, on représente, non seulement les nombres, mais aussi 
les quantités, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les 
nombres absolus dans la classe des quantités positives, on peut dési- 
gner la quantité positive qui a pour valeur numérique le nombre A, 
soit par -h A, soit par A seule^nent, tandis que la quantité négative 
opposée se trouve représentée par — A. De même, dans le cas où la 
lettre a représente une quantité, on est convenu de regarder comme 
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synonymes les deux expre3sions a et -h a, et de représenter par — a 
la quantité opposée à + a. Ces remarques suffisent pour établir ce 
qu'on appelle la règle des signes (voir la Note I). 

On nomme quantité variable celle que Ton considère comme devant 
recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des 
autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordi- 
nairement parmi les dernières de Talphabet. On appelle au contraire 
quantité constante, et l'on désigne ordinairement par une des pre- 
mières lettres de l'alphabet toute quantité qui reçoit une valeur fixe 
et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attribuées à une 
même variable s'approchent indéfiniment d'une valeur fixe, de ma- 
nière à finir par en différer aussi peu que Ton voudra, cette der- 
nière est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, 
un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en four- 
nissent des valeurs de plus en plus approchées. En Géométrie, la sur- 
face du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des 
polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs côtés croit de plus 
en plus, etc. 

Lorsque les valeurs numériques successives d'une même variable 
décroissent indéfiniment, de manière à s'abaisser au-dessous de tout 
nombre donné, cette variable devient ce qu'on nomme un infiniment 
petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espèce a 
zéro pour limite. 

Lorsque les valeurs numériques successives d'une même variable 
croissent de plus en plus, de manière à s'élever au-dessus de tout 
nombre donné, on dit que cette variable a pour limite V in^ni positif, 
indiqué par le signe oo, s'il s'agit d'une variable positive, et Vinfini 
négatif, indiqué par la notation — oo, s'il s'agit d'une variable néga- 
tive. Les infinis positif et négatif sont désignés conjointement sous le 
nom de quantités infinies. 

Les quantités qui se présentent, dans le calcul, comme résultats 
d'opérations faites sur une ou plusieurs autres quantités constantes 
ou variables, peuvent être divisées en plusieurs espèces suivant la 
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nature des opérations qui les produisent. C'est ainsi que Ton dis- 
tingue, en Algëbre, les sommes et difTérencest les produits et quo- 
tients, les puissances et racines, les exponentielles et les logarithmes; 
en Trigonométrie, les sinus et cosinus, sécantes et cosécantes, tan- 
gentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigono- 
métrique est donnée. Pour bien comprendre ce qui est relatif à ces 
dernières espèces de quantités, il est nécessaire de se rappeler les 
principes suivants. 

Une longueur, comptée sur une ligne droite ou courbe, peut être, 
comme toute espèce de grandeurs, représentée soit par un nombre, 
soit par une quantité, savoir : par un nombre, lorsqu'on a simple- 
ment égard à la mesure de cette longueur, et par une quantité, c'est- 
à-dire par un nombre précédé du signe 4- ou — , lorsque l'on consi- 
dère la longueur dont il s'agit comme portée, à partir d'un pbint fixe, 
sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre, pour servir soit à 
Taugmentation, soit à la diminution d'une autre longueur constante 
aboutissant à ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, et à 
partir duquel on doit porter les longueurs variables désignées par des 
quantités, est ce qu'on appelle V origine de ces mêmes longueurs. 
Deux longueurs comptées à partir d'une origine commune, mais en 
sens contraires, doivent être représentées par des quantités de signes 
différents. On peut choisir à volonté le sens dans lequel on doit 
compter les longueurs désignées par des quantités positives; mais, 
ce choix une fois fait, il faudra nécessairement compter dans le sens 
opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités néga- 
tives. 

Dans un cercle dont le plan est supposé vertical, on prend ordinai- 
rement pour origine des arcs l'extrémité du rayon tiré horizontale- 
ment de gauche à droite, et c'est en s'élevant au-dessus de ce point 
que l'on compte les arcs positifs, c'est-à-dire ceux que l'on désigne 
par des quantités positives. Dans le même cercle, lorsque le rayon se 
réduit à l'unité, le sinus d'un arc, c'est-à-dire la projection sur le dia- 
mètre vertical du rayon qui passe par l'extrémité de cet arc, se compte 
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positivement de bas en haut et négativement en sens contraire, à partir 
du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte 
positivement dans le même sens que le sinus, mais à partir de l'ori- 
gine des arcs et sur la verticale menée par cette origine. Enfin, la 
sécante se compte à partir du centre sur le rayon mené à Textrémité 
de Tare que Ton considère, et positivement dans le sens de ce rayon. 
Souvent le résultat d'une opération effectuée sur une quantité peut 
avoir plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsque nous 
voudrons désigner indistinctement une quelconque de ces valeurs, 
nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantité sera 
entourée de doubles traits ou de doubles parenthèses, et nous réser- 
verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou celle qui 
paraîtra mériter davantage d'être remarquée. Ainsi, par exemple, a? 
étant une quantité positive, la racine carrée de cette quantité aura 
deux valeurs numériquement égales, mais de signes contraires, dont 
Tune quelconque sera exprimée par la notation 

((a))i ou v^â, 

tandis que la valeur positive seule sera représentée par 

a* ou y/â; 

en sorte qu'on aura 

ou, ce qui revient au même, 

(2) {{a)f=±J. 

De même encore, si l'on représente par a une quantité positive ou 
négative, la notation 

arcsin((a)) ou arclang((a)) 

désignera un quelconque des arcs qui ont la quantité a pour sinus ou 
pour tangente, tandis que la notation 

arcsin(a) ou arctang(a) 
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indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur 
numérique. A Taide de ces conventions « on évite la confusion que 
pourrait entraîner Temploi de signes dont la valeur n'aurait pas été 
déterminée d'une manière assez précise. Afin de lever à cet égard 
toute difHcultét je vais présenter ici le Tableau des notations dont 
nous ferons usage pour exprimer les résultats des opérations algé- 
briques ou trigonométriques. 

La somme de deux quantités sera indiquée à l'ordinaire par la 
juxtaposition de ces deux quantités* chacune d'elles étant exprimée 
par une lettre précédée du signe 4- ou —, que l'on pourra supprimer 
(si c'est le signe -+-) devant la première lettre seulement. Ainsi 

H- a -h 6 ou simplement a -h 6 

désignera la somme des deux quantités + a, +6* et 

-Ha — 6 ou simplement a — h 

désignera la somme des deux quantités -ha, — é, équivalente à la 
différence des deux quantités -ha, -hé. 

On indiquera l'égalité des deux quantités a et 6 par le signe = 
interposé entre elles, comme il suit, 

a = 6, 

et l'on exprimera que la première surpasse la seconde, c'est-à-dire 
que la différence a — 6 est positive, en écrivant 

a > 6 ou 6 < a. 
Nous représenterons encore à l'ordinaire par 

-hax-h6, ou simplement a,b ou ab 
le produit des deux quantités -ha, -hé, et par 



T ou a\b 
b 



leur quotient. 
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Soient maintenant metn deux nombres entiers, A un nombre quel- 
conque, et a, b deux quantités quelconques positives ou négatives. 



d:^ 



A'«, A-^v^, -A '«, A'' 

représenteront les quantités positives qu'on obtient en élevant le 
nombre A à des puissances respectivement marquées par les expo- 
sants 



et 



m, -, ib— , 6, 
n n 



^±m 



la quantité positive ou négative que produit l'élévation de la quan- 
tité a à la puissance + m. Quant aux notations 



((«))«== ^, ((a)) ", 



nous nous en servirons pour exprimer, non seulement les valeurs posi- 
tives ou négatives, lorsqu'il en existe, des puissances de la quantité a 
marquées par les exposants 



I , m 

-> ± — » 
n n 



mais encore les valeurs imaginaires de ces mêmes puissances {i^oir 
ci-après, Chap. VU, ce qu'on entend par expressions imaginaires). Il 
est bon d'observer que, si Ton désigne par A la valeur numérique 

de a, et si l'on suppose la fraction — réduite à sa plus simple expres- 
sion, la puissance 

m 

((«))" 
aura une seule valeur réelle positive ou négative, savoir 

m m 

4- A" ou —A", 

lorsque — sera une fraction de dénominateur impair; tandis qu'elle 
admettra les deux valeurs réelles dont on vient de parler, ou qu'elle 
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n'en admettra aucune, si — est une fraction de dénominateur pair. 
On peut faire une semblable remarque à Tégard de l'expression 



m 
n 



((«)) 

Dans le cas particulier où, la quantité a étant positive, on suppose 

m 

— = -t Texpression ((a))" n'a que deux valeurs réelles l'une et 

l'autre, et données par la formule (2) ou, ce qui revient au même, 

par la formule (i). 

Les notations 

/(B), L(B), L'(B), ... 

indiqueront les logarithmes réels du nombre B dans différents sys- 
tèmes, tandis que chacune des suivantes 

/((6). L((6)), L'((6)), ... 

pourra servir à désigner, outre le logarithme réel de la quantité 6, 
lorsqu'il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette 
même quantité (voir ci-après, Chap. IX, ce qu'on entend par loga- 
rithmes imaginaires). 
En Trigonométrie 

sina, cosa, tanga, cota, séca, coséca, siva, cosiva 

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan- 
gente, la sécante, la cosecante, le sinus verse ou le cosinus verse de l'arc a, 
et les notations 

arc sin((a)), arc cos((a)), arc tang((a)), 
arccol((a)), arcséc((a)), arccoséc((a)) 

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantité a pour sinus, 
ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou sécante, ou cosecante. 
Nous nous servirons des notations simples 

arcsin(a), arccos(a), arctang(a), arc col (a), arcséc(a), arccoséc(a)> 
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ou même, en supprhnant tout a fait les parenthèses, des notations 
suivantes 

arcsina, arccosa, arctanga, arc cota, arcséca, arccoséca, 

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonométrique est égale à a, 
nous voudrons désigner celui qui a la plus petite valeur numérique, 
ou, si ces arcs sont deux à deux égaux et de signes contraires, celui 
qui a la plus petite valeur positive. En conséquence, 

arcsina, arctanga, arc cota, arccoséca 

indiqueront des arcs positifs ou négatifs, mais compris entre les 
limites 

> -h -> 

2 a 

i: désignant la demi-circonférence dans le cercle qui a pour rayoa 

l'unité, tandis que 

arccosa, arcséca 

indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o etir. 

En vertu des conventions que Ton vient d'établir, si Ton désigne 
par k un nombre entier arbitraire, on aura évidemment, pour des 
valeurs quelconques positives ou négatives de la quantité a, 

arcsin((a)) =z - ± ( arcsina j + aArir, 



(3) 



arccos((a))=:ibarccosa± aArir, 
arc tang((a)) =z arc tanga ±. Attt, 



K 

arccosa -i-arcsma=r -, 

2 



arc coséca -h arc séca = -• 

2 



On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a. 



(4) arccota4-arclanga= -> 

OEupretJe C, — S. U, t. \\l. 
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et, pour des valeurs négatives de a, 

(5) , arccota-harctanga= • 

a 

Lorsqu'une quantité variable converge vers une limite fixe» il est 
souvent utile d'indiquer cette limite par une notation particulière; 
c'est ce que nous ferons, en plaçant l'abréviation 

lim 

devant la quantité variable dont il s'agit. Quelquefois, tandis qu'une 
ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expres- 
sion qui renferme ces variables converge à la fois vers plusieurs limites 
différentes les unes des autres. Nous indiquerons alors une quelconque 
de ces dernières limites à l'aide de doubles parenthèses placées à la 
suite de l'abréviation lim, de manière à entourer l'expression que l'on 
considère. Supposons, pour fixer les idées, qu'une variable positive 
ou négative représentée par x converge vers la limite o, et désignons 
par A un nombre constant : il sera facile de s'assurer que chacune des 

expressions 

limA*, limsinx 

a une valeur unique déterminée par l'équation 

limA*=i 



ou 



tandis que l'expression 



limsinxzz: o, 



"-((i)) 



admet deux valeurs, savoir, -h qo, — oo, et 



lim 



*» ((«'%)) 



une infinité de valeurs comprises entre les limites — i et + i . 

Nous allons terminer ces préliminaires en présentant, sur les quan- 
tités moyennes, plusieurs théorèmes dont la connaissance nous sera 
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu- 
sieurs quantités données une nouvelle quantité comprise entre la plus 
petite et la plus grande de celles que l'on considère. D*après cette 
définition» il est clair qu*il existe une infinité de moyennes entre plu- 
sieurs quantités inégales, et que la moyenne entre plusieurs quantités 
égales se confond avec chacune d'elles. Cela posé, on établira facilement , 
ainsi qu'on peut le voir dans la Note II, les propositions suivantes : 

Théorème I. — Soient 6, b\ b"^ ... plusieurs quantùés de même signe 
en nombre w, et a, a', a"^ ... des quantités quelconques en nombre égal 
à celui des premières. La fraction 

« H- a' -h a' -h . . . 

sera moyenne entre les suivantes 

a a' a' 



• . a . 



y b'' b' 

Corollaire. — Si l'on suppose 

b-b'—b' — .,,^\, 

on conclura du théorème précédent que la quantité 

a -h a' -h a" -+- . . . 



n 



est moyenne entre les suivantes 



a, a', a\ 



Cette espèce particulière de moyenne est ce qu'on nomme une moyenne 
arithmétique. 

Théorème II. — Soient A, A', A% . . . ; B, B', B', . . . deux suites de 
nombres pris à volonté, et formons avec ces deux suites, que nous suppo- 
sons renfermer chacune un nombre n de termes y les rax^ines 

y/Â, Vâ', Va"', ...; 
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**\/AA'A". . . sera une noui^elle racine moyenne entre toutes les 
autres. 

Corollaire. — Si Ton prend 
on trouvera que la quantité positive 



est moyenne entre les suivantes 

Cette moyenne, d'une espèce particulière, est celle que l'on nomme 
moyenne géométrique. 

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème /, 
si a, a', a", ... désignent encore des quantités de même signe y la 

fraction • 

ota H- oi'a' -h cu'a" -¥ . . . 

(xb -k- ol' b' ^ cf/'b" -^ . . . 

sera moyenne entre les suivantes 

a a' a" 

V V V' '"• 

Corollaire. — Si l'on suppose 

b=ib'z=zb'=.,.= i, 

oji conclura du théorème précédent que la somme 

est équivalente au produit de 

par une moyenne entre les quantités a, a\ a\ 

Pour abréger, lorsque nous voudrons désigner une moyenne entre 
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plusieurs quantités a, a\ a% ..., nous nous servirons de la notation 

M(ay a', a' y . . .)• 

Cela posé, les théorèmes qui précèdent et leurs corollaires se trou- 
veront compris dans les formules 

(7) 1 =M(a,a',a', ...), 



a -H a' -^ a' H- . . . 


b-^b'-hb'-i-... 


a-ha'-ha'-h... 


n 


''''''" ''Vaa'A'... 


VAA'A'... 


aa. -+- a'a'-^ a'^a'-h. . . 



(8) ""»■"'•"■ y/AA' A'... =M(VÂ,Vr,VÂ',..-). 

(9) v'AA'A'... =M(A,A',A', ...), 

(n) aa-^-a^a'-h a'a' -i- . ..= (a-h «'h- a*H-. . .)M(ûf, a', a', . . .)• 

Dans ces formules, 

a, a', a', ... ; 6, 6', 6', ... ; a, a', a", ... 

représenteront trois suites de quantités, et 

deux suites de nombres formées chacune de n termes différents. La 
troisième suite est, ainsi que la seconde, uniquement composée de 
quantités de même signe. 

La notation que nous venons d*adopter fournit le moyen d'exprimer 
qu'une quantité est comprise entre deux limites données. En effet, 
toute quantité comprise entre les limites a, b étant une moyenne 
entre ces mêmes limites, on pourra la désigner par 

M(a, 6). 

Ainsi, par exemple, toute quantité positive pourra être représentée par 
M(o, Qo), toute quantité négative par M(— qo, o), et toute quantité 
réelle par M(— qo, 4-qo). Lorsque nous voudrons indiquer indistinc- 
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tement une quelconque des quantités renfermées entre les limites a 
et b, nous doublerons les parenthèses, et nous écrirons 

M((a,6)). 

Par exemple, si Ton suppose que la variable x converge vers zéro, on 
aura 

lim(^^sin^))==M((-i, + i)). 

attendu que l'expression lim ( (sin - m admettra une infinité de valeurs 
comprises entre les valeurs extrêmes — i et -h i. 
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ANALYSE ALGÉBRIQUE. 



CHAPITRE I. 



DBS PONCTIONS RÉBLLBS. 



§ J. — Considérations générales sur les fonctions. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles 
que, la valeur de l'une d'elles étant donnée, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on conçoit d'ordinaire ces diverses 
quantités exprimées au moyen de l'une d'entre elles, qui prend alors 
le nom de variable indépendante; et les autres quantités exprimées au 
moyen de la variable indépendante sont ce qu'on appelle àt% fonctions 
de cette variable. 

Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles 
que, les valeurs de quelques-unes étant données, on puisse en con- 
clure celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités 
exprimées au moyen de plusieurs d'entre elles, qui prennent alors 
le nom de variables indépendantes; et les quantités restantes, expri- 
mées au moyen des variables indépendantes, sont ce qu'on appelle 
à^s fonctions de ces mêmes variables. 

Les diverses expressions que fournissent l'Algèbre et la Trigono- 
métrie, lorsqu'elles renferment des variables considérées comme indé- 
pendantes, sont autant de fonctions de ces mêmes variables. Ainsi, par * 
exemple, « 

L(a?), sino:, ... 
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sont des fonctions de la variable x; 

des fonctions des variables x et y ou a:, y et s, ... . 

Lorsque des fonctions d*une ou de plusieurs variables se trouvent, 
comme dans les exemples précédents, immédiatement exprimées au 
moyen de ces mêmes variables , elles sont nommées fonctions expli- 
cites. Mais, lorsqu'on donne seulement les relations entre les fonc- 
tions et les variables, c'est-à-dire les équations auxquelles ces quan- 
tités doivent satisfaire, tant que ces équations ne sont pas résolues 
algébriquement, les fonctions, n'étant pas exprimées immédiatement 
au moyen des variables, sont appelées fonctions implicites. Pour les 
rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équa- 
tions qui les déterminent. Par exemple, j étant une fonction implicite 
de X déterminée par l'équation 

si Ton nomme A la base du système de logarithmes que l'on consi- 
dère, la même fonction, devenue explicite par la résolution de l'équa- 
tion donnée, sera 

y = k'. 

Lorsqu'on veut désigner une fonction explicite d'une seule va- 
riable X ou de plusieurs variables a?, j, 4, ..., sans déterminer la 
nature de cette fonction, on emploie l'une des notations 

/{x), F(a?), 9(j?), xi^)f +(^)» «^C^)» •••» 
f{x,y,z, ...)y F(a?,/,5, ...), 9(^,^, «, . . .), 

Pour qu'une fonction d'une seule variable soit complètement déter- 
minée, il est nécessaire et il suffit que de chaque valeur particulière 
attribuée à la variable on puisse déduire la valeur correspondante de 
la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la fonc- 
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tion donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. Con- 
formément aux conventions adoptées dans les préliminaires, nous 
désignerons d'ordinaire ces valeurs multiples d'une fonction par des 
notations dans lesquelles la variable sera entourée de doubles traits 
ou de doubles parenthèses. Ainsi, par exemple, 

arcsin((j:')) 
indiquera un quelconque des arcs qui ont x pour sinus; 

l'une quelconque des deux racines carrées de la variable x supposée 
positive, etc. 

§ II. — Des fonctions simples. 

Parmi les fonctions d'une variable x, on appelle simples celles qui 
résultent d'une seule opération effectuée sur cette variable. Les fonc- 
tions simples que l'on considère ordinairement en Analyse sont en 
très petit nombre, et se rapportent les unes à l'Algèbre, les autres 
à la Trigonométrie. L'addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, l'élévation aux puissances et l'extraction des racines, enfin 
la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fonc- 
tions simples qui se rapportent à l'Algèbre. En conséquence, si l'on 
désigne par A un nombre constant, et par a = ± k une quantité con- 
stante, les fonctions algébriques simples de la variable x seront 

a -^ Xy a — X, ax. -> x", A*', lAx), 

X 

ê 

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parce qu'on peut toujours 
les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rap- 
portent à la Trigonométrie, on pourrait en compter un grand nombre, 
si l'on rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono- 
métriques et les arcs qui correspondent à ces mêmes lignes; mais 

Œuvres de C. — S. H, l. \\\. '> 
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nous les réduirons aux quatre suivantes 

sinx, cosjT, 
arcsinj:*, arccosx, 

et nous mettrons au nombre des fonctions composées les autres 
lignes trigonométriques tango:, séc»r, . . . avec les arcs correspon- 
dants arc tango-, arcséco-, ..., attendu que ces dernières lignes 
peuvent toujours être exprimées par le moyen du sinus et du 
cosinus. Nous pourrions même, à la rigueur, réduire les deux fonc- 
tions simples sino? et coso: à une seule, puisqu'elles sont liées entre 
elles par Téquation sin'o? -h cos'o? = i; mais l'emploi de ces deux 
fonctions est si fréquent, qu'il est utile de les conserver toutes deux 
a la fois dans le calcul comme fonctions simples. 

§ III. — Des fonctions composées. 

Les fonctions qui se déduisent d'une variable à l'aide de plusieurs 
opérations prennent le nom A^ fondions composées; et l'on distingue 
parmi ces dernières \qs fonctions de fonctions qui résultent de plu- 
sieurs opérations successives, la première opération étant effectuée 
sur la variable, et chacune des autres sur le résultat de l'opération 
précédente. En vertu de ces définitions, 



^^ t.r 



sont des fonctions composées de la variable x; et 

/(sinx), /(cosx), ... 

des fonctions de fonctions, dont chacune résulte de deux opérations 
successives. 

Les fonctions composées se distinguent les unes des autres par la 
nature des opérations qui les produisent. Il semble que l'on devrait 
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nommer fonctions algébriques toutes celles que fournissent les opé- 
rations de l'Algèbre; mais on a réservé particulièrement ce nom à 
celles que Ton forme en n'employant que les premières opérations 
algébriques, savoir, Taddition et la soustraction, la multiplication et 
la division, enfin l'élévation à des puissances fixes; et, dès qu'une 
fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle 
prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique. 

Les fonctions que l'on nomme algébriques se divisent en fonctions 
rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve élevée qu'à des puis- 
sances entières. On appelle, en particulier, yb/ic/io/i entière tout poly- 
nôme qui ne renferme que des puissances entières de la variable, par 
exemple, 

et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polynômes. Le degré d'une fonction entière de œ est l'ex- 
posant de la plus haute puissance de x dans cette même fonction. La 
fonction entière du premier degré, savoir 

s'appelle Russi fonction linéaire, parce que, dans l'application à la Géo- 
métrie, on s'en sert pour représenter l'ordonnée d'une ligne droite. 
Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même rationnelle, 
et toute autre espèce de fonction algébrique est irrationnelle. 

Les fonctions que produisent les opérations de la Trigonométrie 
sont désignées sous le nom de fonctions trigonométriques ou circu- 
laires. 

Les divers noms que l'on vient d'attribuer aux fonctions compo- 
sées d'une seule variable s'appliquent également aux fonctions do 
plusieurs variables, lorsque ces dernières fonctions jouissent, par 
rapport à chacune des variables qu'elles renferment, des propriétés 
que supposent les noms dont il s'agit. Ainsi, par exemple, tout poly- 
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nôme qui ne contiendra que des puissances entières des variables x, 
V, :;,... sera une fonction entière de ces variables. On appelle degré 
de cette fonction entière la somme des exposants des variables dans le 
terme où cette somme est-la plus grande. Une fonction entière du pre- 
mier degré, telle que 

prend le nom de fonction linéaire. 
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CHAPITRE II. 

DES QUANTITÉS INFINIMENT PETITES OU INFINIMENT GRANDES, ET DE LA CONTINUITÉ 

DES FONCTIONS. 
VALEURS SINGULIÈRES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PARTICULIERS. 



§ I. — Des quantités infiniment petites et infiniment grandes. 

On dit qu'une quantité variable devient infiniment petite, lorsque sa 
valeur numérique décroît indéfiniment de manière à converger vers 
la limite zéro. Il est bon de remarquer à ce sujet qu'on ne doit pas 
confondre un décroissement constant avec un décroissement indé- 
fini. La surface d'un polygone régulier circonscrit à un cercle donné 
décroît constamment à mesure que le nombre des côtés augmente, 
mais non pas indéfiniment, puisqu'elle a pour limite la surface du 
cercle. De même encore, une variable qui n'admettrait pour valeurs 
successives que les différents termes de la suite 

2 3 4 5 6 

1234^ 

prolongée à l'infini, décroîtrait constamment, mais non pas indéfini- 
ment, puisque ses valeurs successives convergeraient vers la limite i. 
Au contraire, une variable qui n'aurait pour valeurs successives que 
les différents termes de la suite 

I I I II I 

7' ïï' a^ ë' ô' ~> • * • ' 

4 3 6 5 8 7 

prolongée à l'infini, ne décroîtrait pas constamment, puisque la diffé- 
rence entre deux termes consécutifs de cette suite est alternativement 
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positive et négative; et, néanmoins, elle décroîtrait indéfiniment, 
puisque sa valeur finirait par s'abaisser au-dessous de tout nombre 
donné. 

On dit qu'une quantité variable devient infiniment grande, lorsque 
sa valeur numérique croît indéfiniment de manière à converger vers 
la limite x>. Il est encore essentiel d'observer ici qu'on ne doit pas 
confondre une variable qui croît indéfiniment avec une variable qui 
croît constamment. La surface d'un polygone régulier inscrit à un 
cercle donné croît constamment, mais non pas indéfiniment, à mesure 
que le nombre des côtés augmente. Les termes de la suite naturelle 
des nombres entiers 

1 , 3, o, q, Oy ... 

croissent constamment et indéfiniment. 

Les quantités infiniment petites et infiniment grandes jouissent de 
plusieurs propriétés, qui conduisent à la solution de questions impor- 
tantes, et que je vais exposer en peu de mots. 

Soit a une quantité infiniment petite, c'est-à-dire une variable dont 
la valeur numérique décroisse indéfiniment. Lorsque dans un même 
calcul on fait entrer les diverses puissances entières de a, savoir 

Cf.y OL y OL y • • • , 

ces diverses puissances sont respectivement désignées sous le nom 
d'infiniment petits du premier, du second, du troisième ordre, etc. En 
général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité 
variable dont le rapport avec a converge, tandis que la valeur numé- 
rique de a diminue, vers une limite finie différente de zéro ; infiniment 
petit du second ordre toute quantité variable avec a, et dont le rap- 
port avec a^ converge vers une limite finie différente de zéro, etc. Cela 
posé, si Ton désigne par k une quantité finie différente de zéro, et par 
£ un nombre variable qui décroisse indéfiniment avec la valeur numé- 
rique de a, la forme générale des quantités infiniment petites du pre- 
mier ordre sera 

koL ou du moins Aa(i±£); 
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la forme générale des quantités infiniment petites du second ordre 

katr ou du moins A-a*(i dz g), 



enfin la forme générale des infiniment petits de Tordre n (n repré- 
sentant un nombre entier) sera 

Ara'» ou du moins ^«"(iibfi). 

On peut facilement établir, à l'égard de ces divers ordres de quantités 
infiniment petites, les théorèmes suivants : 

Théorème l. — Si ron compare run à Vautre deux infiniment petits 
d* ordres différents, pendant que tous les deux convergeront vers la limite 
zéro, celui qui est de l'ordre le plus élevé finira par obtenir constamment 
la plus petite valeur numérique. 

Démonstration, — Soient, en effet, 

A:a«(izh£), k'(x"'{i±e') 

deux infiniment petits, l'un de l'ordre n, l'autre de l'ordre n\ et sup- 
posons n'^n; le rapport entre le second de ces infiniment petits et 
le premier, savoir 

A-' . j±s' 

— Q^n —n j 

k 1 It £ 

• « 

convergera indéfiniment avec a vers la limite zéro, ce qui ne peut 
avoir lieu qu'autant que la valeur numérique du second finit par de- 
venir constamment inférieure à celle du premier. 

Théorème II. — Un infiniment petit de tordre w, c'est-à-dire de la 
forme 

change de signe avec a toutes les fois que n est un nombre impair, et 
conserve pour de très petites valeurs numériques de ol le même signe que la 
quantité k^ lorsque n est un nombre pair. 

Démonstration. — En effet, dans la première hypothèse, a" change 
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de signe avec a, et, dans la seconde, a" est toujours positif. De plus, 
le signe du produit ^(i ±: e) est le même que celui de k, lorsque t est 
très petit. 

Théorème III. — La somme de plusieurs infiniment petits des ordres 



tiy n\ n". 



(n\ n'\ . . . désignant des nombres supérieurs à n) est un nouvel infini- 
ment petit de l'ordre n. 

Démonstration. — En effet, 

X:a«(i±e)-+- k' a^' {i ± s' ) -{- ^ ««' (i ig") -f- . . . 
— A:a« fi ± e + j ««'-« (i ±£')+~ ««'-«(i ±: e" ) -f- . . . 1 

£, étant un nombre qui converge avec a vers la limite zéro. 

Des principes qu'on vient d'énoncer on déduit aisément, comme 
on va le voir, plusieurs propositions remarquables qui se rapportent à 
des polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes d'une 
quantité infiniment petite a. 

Théorème IV. — Tout polynôme ordonné suivant les puissances ascen- 
dantes de a, par exemple 

a -h boL -h ca'-h. . . 

oUy plus généralement, 

(les nombres n, n\ n'\ ... formant une suite croissante), finit par être, 

pour de très petites valeurs numériques de a, constamment de même signe 

que son premier terme 

a ou ««". 

Démonstration. — En effet, la somme faite du second terme et de 
ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infiniment petit du 
premier ordre, dont la valeur numérique finit par être inférieure à 
celle de la quantité finie a, et, dans le second cas, un infiniment petit 



\ 
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de l'ordre n\ qui finit par obtenir constamment une valeur numérique 
inférieure à celle d'un infiniment petit de Tordre n. 

Théorème V. — Lorsque, dans le polynôme 

ordonné suivant les puissances ascendantes de a, le degré n' du second 
terme est un nombre impair y ce polynôme, pour de très petites valeurs 
numériques de a, est tantôt supérieur et tantôt inférieur à son premier 
terme a a", suivant que la variable a et le coefficient b sont de même signe 
ou de signes contraires. 

Démonstration. — En effet, dans Thypothèse admise, la somme des 
termes qui suivent le premier, savoir 

sera, pour de très petites valeurs numériques de a, de même signe 
que chacun des deux produits ia*^, boL. 

Théorème VI. — Lorsque, dans le polynôme 

aa^-h ^«"'h- ca'»'-i-. . ., 

ordonné suivant les puissances ascendantes de ol, le degré n' du second 
terme est un nombre pair, ce polynôme, pour de très petites valeurs numé- 
riques de a, finit par devenir constamment supérieur à son premier terme, 
toutes les fois que b est positif , et constamment inférieur, toutes les fois 
que b est négatif 

Démonstration. — En effet, dans l'hypothèse admise, la somme des 
termes qui suivent le premier aura, pour de très petites valeurs nu- 
mériques de û^, le signe du produit ia"', et, par suite, le signe de b. 

Corollaire. — En supposant, dans le théorème qui précède, n = o, 
on obtiendra la proposition suivante : 

Théorème VII. — Si, dans le polynôme 
ordonné suivant les puissances ascendantes rfe a, n' désigne un nombre 

OBupre» de C. — S. U, t. UI. 6 
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pair; parmi les valeurs de ce polynôme correspondantes à des valeurs in- 
finiment petites de a, celle qui correspond à a = o, cest^-dire a, seva 
toujours la plus petite, lorsque b sera positif, et la plus grande, lorsque h 
sera négatif. 

Cette valeur particulière du polynôme, plus grande ou plus petite 
que toutes les valeurs voisines, est ce qu'on appelle un maximum ou 
un minimum. 

Les propriétés des quantités infiniment petites étant établies, on 
en déduit les propriétés analogues des quantités infiniment grandes, 
en observant que toute quantité variable de cette dernière espèce 

peut être représentée par -> a désignant une quantité infiniment 

petite. Ainsi, par exemple, lorsque, dans le polynôme 

ordonné suivant les puissances descendantes de la variable x, cette 

variable devient infiniment grande; en la mettant sous la forme -> on 
réduit le polynôme dont il s*agit à 

--(i-t--«4--a*-h...-l- -a'"-* -h - «'«), 
(x*^ \ a a a ^ / 

et l'on reconnaît alors immédiatement que, pour de très petites va- 
leurs numériques de a, ou, ce qui revient au même, pour de très 
grandes valeurs numériques de x, ce polynôme est de même signe que 
son premier terme 

— z=.ax"*. 

a"* 

Comme cette remarque subsiste dans le cas même où quelques-unes 
des quantités è, c, ..., A, ^ se réduisent à zéro, il en résulte qu'on 
peut énoncer le théorème suivant : 

Théorème VIII. — Lorsque, dans un polynôme ordonné suivant les puis- 
sances descendantes de la variable x, on fait croître indéfiniment la va- 
leur numérique de cette variable, le polynôme finit par être constamment 
de même signe que son premier terme. 
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§ II. — De la continuité des fonctions. 

Parmi les objets qui se rattachent à la considération des infiniment 
petits, on doit placer les notions relatives à la continuité ou à la dis* 
continuité des fonctions. Examinons d*abord sous ce point de vue les 
fonctions d'une seule variable. 

Soit /(a?) une fonction de la variable x, et supposons que, pour 
chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites données, cette 
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par- 
tant d'une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la va- 
riable X un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-même 
recevra pour accroissement la difl*érence 

qui dépendra en même temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
de X. Cela posé, la fonction f{x) sera, entre les deux limites assi- 
gnées à la variable a?, fonction continue de cette variable, si, pour 
chaque valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numé- 
rique de la différence 

décroît indéfiniment avec celle de a. En d'autres termes, la fonc- 
tion f{x) restera continue par rapport à x entre les limites données, si, 
entre ces limites , un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. 

On dit encore que la fonction /(a?) est, dans le voisinage d'une 
valeur particulière attribuée à la variable rr, fonction continue de 
cette variable, toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites 
deo?, même très rapprochées, qui renferment la valeur dont il s'agit. 

Enfin, lorsqu'une fonction /(a?) cesse d'être continue dans le voisi- 
nage d'une valeur particulière de la variable x, on dit qu'elle devient 
alors discontinue et qu'il y a^pour cette valeur particulière solution de 
continuité. 



f 

1 
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D'après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles 
limites une fonction donnée de la variable x est continue par rapport 
à cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sinor, admettant 
pour chaque valeur particulière de la variable x une valeur unique et 
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, 
attendu que la valeur numérique de sin(^a), et par suite celle de la 
différence 

décroissent indéfiniment avec celle de a, quelle que soit d'ailleurs la 
valeur finie que l'on attribue à x. En général, si l'on envisage sous le 
rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons 
considérées ci-dessus (Chap. I, § II), savoir 

a -h a:, a — or, ax, -, jt*, A-^, L(j7), 

X 

sinx, cosor, arcsinj?, arccosor, 

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable a?, toutes les fois que, étant constamment 
réelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l'inter- 
valle. 

Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage 
d'une valeur finie attribuée à la variable x^ si cette valeur finie se 
trouve comprise : 

Pour 
les fonctions 



a-^ X 

a — X 

ax 

A* 

sinx 

COSJT / 

Pour 
la fonction 



entre les limites x = — oo, x=:-i-oo; 



a ( I* entre les limites a: =r — oo, a? = o, 
* ( 2* entre les limites x — o^ x = oo; 
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enfin 



Pour 
les fonctions 

x^ 
L(^) 

Pour 
les fonctions 

arcsinar 
arccosx 



entre les limites ornro, a: = 00; 



entre les limites x=:— i, a: = 4-1. 



Il est bon d'observer que, dans le cas où l'on suppose a = dt m (/w dé- 
signant un nombre entier), la fonction simple 



X' 



est toujours continue dans le voisinage d'une valeur finie de la va- 
riable 0?, pourvu que cette valeur soit comprise : 

sia = -i-m, entre les limites a: = — 00, x~4-oo, 

entre les limites a?=: — 00, ar — o 

si a = — m, \ ou bien 

entre les suivantes or = o, a: =1 00. 

Parmi les onze fonctions que l'on vient de citer, deux seulement 
deviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans l'inter- 
valle des limites entre lesquelles ces mêmes fonctions restent réelles. 
Les deux fonctions dont il s'agit sont 

— et a?*» (lorsque a = — m). 

L'une et l'autre deviennent infinies, et par conséquent discontinues, 
poura? = G. 
Soit maintenant 

une fonction de plusieurs variables a?, y, 5, .., et supposons que, 
dans le voisinage de valeurs particulières X, Y, Z, . . . attribuées à ces 
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variabIes,/(iF, j, s, . . .) soit à la fois fonction continue de^c, fonction 

continue de y, fonction continue de s, On prouvera aisément 

que, si l*on désigne par a, S^ y, ... des quantités infiniment petites, 
et si Ton attribue à a?, j, 5, ... les valeurs X, Y, Z, . . . ou des valeurs 
très voisines, la différence 

sera elle-même infiniment petite. En effet, il est clair que, dans Thy- 
pothèse précédente, les valeurs numériques des différences 

/(a? -h a, 7, z, ...)--/(^,r, -» ..•). 

/(x-hcx, y-\-Q, 5, ...) — /(^-+-a>7, ^» ••.)> 
/(jr-+-a, 7 H- 6, s -h y, . . .) — /(^ -+- a, / -h 6, ^, ...)» 

décroîtront indéfiniment avec celles des quantités variables a, 6, y, . . . , 
savoir, la valeur numérique de la première différence avec la valeur 
numérique de a, celle de la seconde différence avec la valeur numé- 
rique de 6, celle de la troisième avec la valeur numérique de y, et 
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffé- 
rences, savoir 

convergera vers la limite zéro, si a, 6, y, ... convergent vers cette 
même limite. En d'autres termes, 

aura pour limite 

jK^^y^ ^f • • •)• 

La proposition qu'on vient de démontrer subsiste évidemment dans 
le cas même où l'on établirait entre les nouvelles variables a, 6, y, ... 
certaines relation^: Il suffit que ces relations permettent aux nouvelles 
variables de converger toutes en même temps vers la limite zéro. 
Lorsque, dans la même proposition, on remplace a?, /, 2, ... par 
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X, Y, Z, . . . , et o? H- a, j -h 6, 5 -h y, ... par a:, /, 5, . . . , on obtient 
l'énoncé suivant : 

Théorème I . — Si les variables x^y^ z^ ... ont pour limites respectives 
les quantités fixes et déterminées X, Y, Z, . . . , ^/ que la fonction 
f{xy y^ Zy . . .) soit continue par rapport à chacune des variables x^ y^ 
5, . . . dans le voisinage du système des valeurs particulières 

x=z\, 7 = Y, z=zl, ..., 
/(or, y, 5, . . .) aura pour limite f(\^ Y, Z, . . .). 

Comme, dans ce second énoncé, les variables a, 6, y, ... se trouvent 
remplacées par a: — X, j^ — Y, 5 — Z, . . . , les relations qu'on pouvait 
établir, dans le premier énoncé, entre a, 6, y, ... , pourront être éta- 
blies, dans le second, entre les quantités a: — X, j — Y, 5 — Z; et il 
en résulte que la fonction/(ir, j, 2, . . .) aura pour limite/(X, Y, Z, . ..), 
dans le cas même où les variables x, y, s, ... seraient assujetties à 
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s'ap- 
procher indéfiniment des limites X, Y, Z, 

Supposons, pour fixer les idées, que a:, j, 5, ... soient fonctions 
d'une même variable / considérée comme indépendante, et continues 
par rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur particulière 

Si l'on fait, pour plus de commodité, 

u sera ce qu'on appelle une fonction composée de la variable t\ et, si 

désignent respectivement ce que deviennent 

^> y 9 ^9 • • • > ^ 
dans le cas où l'on suppose / = T, il est clair, d'une part, qu'une 
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valeur de t très voisine de T fournira pour u une valeur unique et 
finie; d'autre part, qu'il suffira de faire converger t vers la limite T, 
pour que les variables x^ y, z, ... convergent vers les limites X, Y, 
Z, ..., et, par suite, la fonction u=^f{x, y^ 5, ...) vers la limite 
U=/(X, Y, Z, ...). On prouverait absolument de la même manière 
que, si Ton attribue à / une valeur très voisine de T, la valeur corres- 
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction 
s'approchera indéfiniment, tandis que / convergera vers la valeur 
donnée; et l'on doit conclure que u sera fonction continue de / dans 
le voisinage de r = T. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème II. — Désignons par 

Xy y y z, ... 

plusieurs fonctions de la variable /, qui soient continues par rapport à 
cette variable dans le voisinage de la valeur particulière / = T. Soient y 
de plus, 

les valeurs particulières de x^ y^ z^ ... correspondantes à / = T; ^/ sup'- 
posons que, dans le voisinage de ces valeurs particulières, la fonction 

u=zf{x,y,z, ...) 

soit en même temps continue par rapport à x, continue par rapport ày^ 
continue par rapport à z^ . . . ; w, considérée comme une fonction de /, 
sera encore continue par rapport à t dans le voisinage de la valeur parti- 
culière / = T. 

Si, dans le théorème précédent, on réduit les quantités variables x, 
y, z, ... k une seule, x, on obtiendra un nouveau théorème, qu'on 
peut énoncer comme il suit : 

Théorème III. — Supposons que, dans l'équation 
la variable x soit fonction d'une autre variable t. Concevons de plus que 
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la variable x soit fonction continue de t dans le tmsinage de la valeur 
particulière t=^T, et u fonction continue de x dans le voisinage de la 
valeur particulière x =^X correspondante à t = T, La quantité U, consi- 
dérée comme fonction de /, sera encore continue par rapport à cette va- 
riable dans le voisinage de la valeur particulière / = T. 

Supposons, par exemple, 

a désignant une quantité constante, et n un nombre entier. On con- 
clura du théorème III que 

est, entre des limites quelconques de la variable /, fonction continue 
de cette variable. 
De même, si Ton fait 

on conclura du théorème II que la fonction 

u — lang/ 

est continue par rapport à / dans le voisinage d'une valeur finie quel- 
conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s'agit 
n'est pas comprise dans la formule 

t = ±OikT:± -, 

k désignant un nombre entier; c'est-à-dire toutes les fois qu'à cette 
valeur de / correspond une valeur finie de tang^ Au contraire, la fonc- 
fion tang/ admettra une solution de continuité, en devenant infinie, 
pour chacune des valeurs de / comprises dans la formule précé- 
dente. 
Supposons encore 

X ^=^ bty / — et* y . . . , 

0Eupre»deC,— S.\\,X.\\\, 7 
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a, b,c, ... désignant des quantités constantes. Alors, u étant fonction 
continue de a?, j^, 5, ... entre des limites quelconques de ces variables, 
etir, j, z, ... fonctions continues de la variable / entre des limites 
quelconques de cette dernière, on conclura du théorème III que la 
fonction 

Il ^= a -h bt -h cl^ -\- , , , 

est elle-même continue par rapport à / entre des limites quelconques. 
Par suite, comme t = o donne u = a^ si l'on fait converger t vers la 
limite zéro, la fonction u convergera vers la limite a et finira par 
obtenir le même signe que cette limite, ce qui s'accorde avec le théo- 
rème IV du § I. 

Une propriété remarquable des fonctions continues d'une seule 
variable, c'est de pouvoir servir à représenter en Géométrie les ordon- 
nées de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque on 
déduit facilement la proposition suivante : 

Théorème IV. — Si la /onction /{oo) est continue par rapport à la 
variable X entre les limites a? = jj^, a? — X, et que Von désigne par h une 
quantité intermédiaire entre f{x^) et/(X), on pourra toujours satisfaire 
à r équation 

par une ou plusieurs valeurs réelles de x comprises entre x^et\. 

Démonstration. — Pour établir la proposition précédente, il suffît 
de faire voir que la courbe qui a pour équation 

rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour équation 

dans l'intervalle compris entre les ordonnées qui correspondent aux 
abscisses o^o et X; or c'est évidemment ce qui aura lieu dans l'hypo- 
thèse admise. En effet, la fonction/(a:) étant continue entre les limites 
x = XQy x^\, la courbe qui a pour équation y =/(x) et qui passe 
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i** par le point correspondant aux coordonnées œ^, /(^o)» 2" par le 
point correspondant aux coordonnées X et/(X), sera continue entre 
ces deux points; et, comme l'ordonnée constante b de la droite qui a 
pour équation y = b se trouve comprise entre les ordonnées /(a:„), 
/(X) des deux points que Ton considère, la droite passera nécessaire- 
ment entre ces deux points, ce qu'elle ne peut faire sans rencontrer 
dans l'intervalle la courbe ci-dessus mentionnée. 

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, démontrer le 
théorème IV par une méthode directe et purement analytique, qui a 
même l'avantage de fournir la résolution numérique de l'équation 



§ III. — Valeurs singulières des fonctions dans quelques cas 

particuliers. 

Lorsque, pour un système de valeurs attribuées aux variables 
qu'elle renferme, une fonction d'une ou de plusieurs variables n'ad- 
met qu'une seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement 
de la définition même de la fonction. S'il se présente un cas particu- 
lier dans lequel la définition donnée ne puisse plus fournir immédia- 
tement la valeur de la fonction que l'on considère, on cherche la 
limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis 
que les variables s'approchent indéfiniment des valeurs particulières 
qui leur sont assignées; et, s'il existe une ou plusieurs limites de 
cette espèce, elles sont regardées comme autant de valeurs de la fonc- 
tion dans l'hypothèse admise. Nous nommerons valeurs singulières de 
la fonction proposée celles qui se trouvent déterminées comme on 
vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles qu'on obtient en 
attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent aussi celles 
qui correspondent à des solutions de continuité. La recherche des va- 
leurs singulières des fonctions est une des questions les plus impor- 
tantes et les plus délicates de l'Analyse : elle offre plus ou moins de 
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ditlicultés, suivant la nature des fonctions et le nombre des variables 
qu'elles renferment. 

Si d'abord on considère les fonctions simples d'une seule variable, 
on trouvera qu'il est facile de fixer leurs valeurs singulières. Ces va- 
leurs correspondent toujours a l'une des trois hypothèses 



o^ =^ — oc. 



J7 rz= o. 



OC, 



et sont respectivement 



Pour 

les 

fonctions 



a -h w a quelconque flf-4-(— ») — — x 

a — x a quelconque a — (— x)— x 



ax 



\ a positif a X (— x) m — X 

f a négatif. ^ x ( — x) = x 



a 

X 



a positif. 



a 



T^ O 



a négatif 



— - X 
a 

=: o 

— X 



L(x) < 



( a positif 

( a négatif 

( A sup. à Tunité . . A~* — o 
A inf. à l'unité . . . A * -.. x 



Base des log. sup. \ 
à Tunité j 



ï Base des log. inf. ) 

l àPunilé \ 

sinx sin(— x) — M((— i, -hi)) 

COSJ? C0S(— x) =r:M((~I, -hl)) 



a -\- OC - 



X 



a — X :^ — X 







flf X X - 
a X xr 

a 

~ - o 

X 


X 






— X 


1 -^ 

o 


X 




a 

ô ^ 


X 


a 

— 

X 




o"- o 




X^rr: X 




o" — X 




X*»— o 




A«:^ I 




A--X 




A«-i 




A-i-o 





L(o)~— X L(x) =r X 



L(o) — X L(x)n:: — X 



sin(x) :- M((— i,-hi)) 

C0S(x)r"M((— 1,-hl)) 



La notation M((— i, -f-i)) désigne ici, comme dans les préliminaires, 
une quelconque des quantités moyennes entre les deux limites 



- I et -4- 1 . 



Il est bon d'observer que, dans le cas où l'on suppose a = dz m, 
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m désignant un nombre entier, la fonction simple 



^•« 



admet constamment trois valeurs singulières, savoir : 

lorsque \ /w étant un nombre pair, (—oc)'" "_-oo, o"' i-:o, oo'" =oc, 

« ~ ■+-'«( m étant impair (—00)'" =r — 00, o*" —o, oc'" =00, 

lorsque ( /^* étant pair (— oo)-"'z=o, o-"* — », Qo-'"r^o, 

a— -m ( m étant impair (— oc)-"* — o, ((o))-'"zz:=t oc, x-"' — o. 

Considérons maintenant les fonctions composées d'une seule va- 
riable X, Quelquefois il est aisé de trouver leurs valeurs singulières. 
Ainsi, par exemple, si l'on désigne par k un nombre entier quel- 
conque, on reconnaîtra sans peine que la fonction composée 

sin.r 

a ses valeurs singulières comprises dans les trois formules 

tang((oo))=:M((-oc, -f-00)), 
tangf ^aA:7rih-nr=±oo, 
tangU— 00)) = M((- X, -h 00)), 

tandis que les valeurs singulières de la fonction inverse 



arc tangor zn arc sm -T^=r 

y I -h x^ 



.î 



sont respectivement 



arc tang(— 00) = — - > arc tang(oc) ^^ - • 

Mais souvent aussi de semblables questions présentent de véritables 
difficultés. Par exemple, on n'aperçoit pas immédiatement comment 
on peut déterminer la valeur singulière de la fonction 
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lorsqu'on y suppose ^r = o, ou celle de la fonction 



1 



lorsqu'on prend ;r = oo. Pour donner une idée des méthodes qui con- 
duisent à la solution des questions de cette espèce, je vais établir ici 
deux théorèmes a Taide desquels on peut, dans un grand nombre de 
cas, déterminer les valeurs singulières que reçoivent les deux fonc- 
tions 

lorsqu'on y suppose x = -xi. 

Théorème I. — Si, pour des valeurs croissantes de x, la différence 

converge t)ers une certaine limite k, la fraction 

X 

coasser géra en même temps vers la même limite. 

Démonstration. — Supposons d'abord que la quantité k ait une va- 
leur finie, et désignons par e un nombre aussi petit que l'on voudra. 
Puisque des valeurs croissantes de x font converger la différence 

f(x-^x)-f(x) 

vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con- 
sidérable pour que, x étant égal ou supérieur à A, la différence dont 
il s'agit soit constamment comprise entre les limites 

k — e, k -\- £. 

Cela posé, si l'on désigne par n un nombre entier quelconque, cha- 
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cune des quantités 

/(A + 2)-/(A-f-i), 



/(A-(-/0-/(A + «-i), 



et, par suite, leur moyenne arithmétique, savoir 

/(A -4- «)-/(/») 
, 

n 

se trouvera comprise entre les limites k — t, k -h e. On aura donc 

n 

OL étant une quantité comprise entre les limites — e, -h £. Soit mainte- 
nant 

h -\- n=zx. 

L'équation précédente deviendra 

X — h 

et l'on en conclura 

/(x)=/(/«)+(x-A)(*+a), 
a ^LL_!-=^J '^. ,_ A:-)-« . 

X X \ X ] 

De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de a?, il suffira de 
faire croître indéfiniment le nombre entier n sans changer la valeur 
de h. Supposons, en conséquence, que dans l'équation (2) on con- 
sidère h comme une quantité constante, et x comme une quantité va- 
riable qui converge vers la limite x». Les quantités 

S^h) h 
, —, 

X X 



renfermées dans le second membre, convergeront vers la limite zéro. 
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et le second membre lui-même vers une limite de la forme 

a étant toujours compris entre — £ et -h e. Par suite, le rapport 

aura pour limite une quantité comprise entre ^ — e et ^ -h e. Cette 
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre £, 
il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité k. 
En d'autres termes, on aura 

(3 ) lim -^^^ --k:^ \nxï[f{x -+- 1) -/( j:)]. 

Supposons, en second lieu, k^'X). En désignant alors par H un 
nombre aussi grand que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au 
nombre h une valeur assez considérable, pour que, x étant égal ou 
supérieur à A, la différence 

/(x-hi)-/(x), 

qui converge vers la limite qo, devienne constamment supérieure à H; 
et, en raisonnant comnçie ci-dessus, on établira la formule 

/(A^/i)-/(/i)^^^ 
n 

Si maintenant on pose h-hn = x, on trouvera, au lieu de l'équa- 
tion (2), la formule suivante 



/(•r) ^ Ah) 
JL' .r 



"(■-.:) 



de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limite x), 
La limite du rapport 

.r 
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sera donc supérieure au nombre H, quelque grand qu'il soit. Cette 
limite supérieure à tout nombre assignable ne peut être que l'infini 
positif. 

Supposons enfin ^ = — ao. Pour ramener ce dernier cas au précé- 
dent, il suffira d'observer que, la différence 

ayant pour limite — 30, la suivante 

aura pour limite -f-oo. On en conclura que la limite de — ^- — est 
égale à -f- 00, et par suite celle de •^— - à — oo. 

Corollaire /. — Pour montrer une application du théorème précé- 
dent, supposons 

L étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont la 
base surpasse l'unité. On trouvera 

et, par suite, 

A— L(^j-^i) = L(i) = o. 

On peut donc affirmer que, x venant à croître indéfiniment, le rap- 
port 

convergera vers la limite zéro; et il en résulte que, dans un système 
dont la base est supérieure à V unité, les logarithmes des nombres croissent 
beaucoup moins rapidement que les nombres eux-mêmes. 

Corollaire IL — Supposons, en second lieu, 

/(^) = A^ 

OEuvres de C. — S. H, t. IH. 8 
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A désignant un nombre supérieur à l'unité. On trouvera 

f{x -+-!)- f{œ) — A*-^» — A'= A'( A - i) 

et, par suite, 

A- = A*(A — i)=ûo. 

On peut donc affirmer que, x venant à croître indéfiniment, le rapport 

A^ 

X 

converge vers la limite qo, et il en résulte que V exponentielle A-*^, 
lorsque le nombre A surpasse l'unùé, finit par croître beaucoup plus 
rapidement que la variable x. 

Corollaire IIL — On doit observer, au reste, qu'il n\ a lieu à cher- 
cher par le théorème I la valeur du rapport 

, 

X 

correspondante à x = oc, que dans le cas où la fonction f{x) devient 
intinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie pour or = oc, 

le rapport — — aurait évidemment zéro pour limite. 

Je passe au théorème qui sert à déterminer dans plusieurs cas la 
valeur de 

pour j7 = oc. Voici en quoi il consiste : 

Tiii:ouÈME II. — 5/', la fonction f(x) étant positive pour de très grandes 
valeurs de x\ le rapport 

converge, tandis que x croit indéfiniment, vers la limite k, l'expression 

[/(•^)f 
convergera en même temps vers la même limite. 
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Démonstration. — Supposons d'abord que la quantité k, nécessai- 
rement positive, ait une valeur finie, et désignons par £ un nombre 
aussi petit que Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font 

converger le rapport 

/(g^ + O 

vers la limite i, on pourra donner au nombre A une valeur assez con- 
sidérable pour que, x étant égal ou supérieur à A, le rapport dont il 
s*agit soit constamment compris entre les limites 

Cela posé, si l'on désigne par n un nombre entier quelconque, cha- 
cune des quantités 



Ah + i) 


Ah + 2) 


/(A-H«) 


J\h) ' 


/(/» + ')' 


' /(A + «-i)' 



et, par suite, leur moyenne géométrique, savoir 



[-TïhTl' 



se trouvera comprise entre les limites k — t, k -h i. On aura donc 






a étant une quantité comprise entre les limites — - e, -f-£. Soit main 
tenant 

h-\- n=:x. 

L'équation précédente deviendra 
et l'on en conclura 

/(x)=/(A) (A: + «)*-", 
(5) [/(•r)f=[/(A)]^(^ + «)'"-. 
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De plus, pour faire croître indéfiniment la valeur de x^ il suffira de 
faire croître indéfiniment le nombre entier /z, sans changer la valeur 
de h. Supposons, en conséquence, que dans Téquation (5) on con- 
sidère h comme une quantité constante, et x comme une quantité 
variable qui converge vers la limite qo. Les quantités 

renfermées dans le second membre, convergeront vers la limite i, et 
le second membre lui-même vers une limite de la forme 

a étant toujours compris entre — e et -f- e. Par suite, l'expression 

aura pour limite une quantité comprise entre X: — e et ^-f-£. Cette 
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre e, 
il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité k. 
En d'autres termes, on aura 

(6) |im[/(^)r=^ = lim^^^^^^^ 

Supposons, en second lieu, la quantité k infinie, c'est-k-dire, puisque 
cette quantité est positive, X: = oo. En désignant alors par H un nombre 
aussi grand que Ton voudra, on pourra toujours attribuer au nombre h 
une valeur assez considérable pour que, x étant égal ou supérieur à A, 
le rapport 

qui converge vers la limite qc, devienne constamment supérieur îi H; 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on établira la formule 
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Si maintenant on pose A 4-/2 = a;, on trouvera, au lieu de l'équa- 
tion (5), la formule suivante 



' ,i-i 



[/(^)r>[/(^)rH -, 

(le laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limite x, 



\\tn[/(x)y>U. 



La limite de l'expression 



[/(^)] 



sera donc supérieure au nombre H, quelque grand qu'il soit. Cette 
limite, supérieure à tout nombre assignable, ne peut être que l'infini 
positif. 

Nota. — On pourrait facilement démontrer Téquation (6), en cher- 
chant par le théorème I la limite vers laquelle converge le logarithme 

et repassant ensuite des logarithmes aux nombres* 

Corollaire /. — Pour donner une application du théorème 11, sup- 
posons 

on aura 

f(x-^i) x-\-i I 

f{x) X X 

et, par suite, en passant aux limites, 

Donc, si Ton fait croître indéfiniment la variable a?, la fonction 

1 
x' 

convergera vers la limite i. 



*^*' 
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Corollaire IL — Soil, en second lieu» 

en sorte que P désigne un polynôme en x du degré n. On trouvera 



ai^^i.) ^_>(.^iy-v^(.H-iy 



iV - 

/(.r -h i) ^'V " x) X 






X X* 



et, en passant aux limites, 



AT =: — rz: I . 

a 



Si donc p représente un polynôme entier quelconque, P' aura pour 
limite i. 

Corollaire III. — Soit enfin 

f{x)^L{x). 

On trouvera 



/(^-f- 






/{x) L{x) L{x) L{x) 

et, en passant aux limites, 

! 

Par suite, ( L(ar)]' a encore pour limite l'unité. 

Les théorèmes I et II subsistent évidemment dans le cas même où 
la variable x est considérée comme ne pouvant admettre que des 
valeurs entières. En effet, pour rendre applicables à ce cas particulier 
les démonstrations que nous ^vons données des deux théorèmes, il 
suffit de concevoir que la quantité désignée par h dans chacune de 
ces démonstrations devienne un nombre entier très considérable. Si, 
dans le même cas, on représente les valeurs successives de la fonc- 
tion /(ic) correspondantes aux diverses valeurs entières de a;, savoir 



par 



/(O, /(2), /(3), ..., /(/i), 
Al, Aj, A|, • • • , A,|, 
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on obtiendra à la place des théorèmes I et H les propositions sui- 
vantes : 

Théorème III. -- Si la suite des quantités 

A.H Aj, A|, •..« A/tf '*' 

est telle que la différence entre deux termes consécutifs de cette suite, 
savoir 

converge constamment, pour des valeurs croissantes de /i, vers une limite 
fixe A, le rapport 

n 
convergera en même temps vers la même limite, 
Théokème IV. — Si la suite des nombres 

Ai> Aj, Ajf, •••» Afl, ... 

est telle que le rapport entre deux termes consécutifs, savoir 

A/|-^.| 

converge constamment, pour des t^aleurs croissantes de n, vers une limite 
fixe A, l'expression 

(A„r 

convergera en même temps vers la même limite. 

Pour montrer une application du dernier théorème^ supposons 

A^^^ 1 .2.3. . ./i. 

La suite A, , Aa, . . . deviendra 

I, 1.2, 1.2.3, ..., 1.2.3. ..(/i — \)n, ..,, 

et le rapport entre deux termes consécutifs de la même suite, savoir 

Kn^\ _^ I . 2.3. . ./l(/l -h l) 



/%/{ I.2.D.../Z 



— n-k-i. 



64 COURS D'ANALYSE. 

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes de /i, vers la 
limite oc. Par suite, l'expression 



1 1 

(A;,)''=(l.2.3.../0" 



converge vers la même limite. 

On trouverait, aa contraire, que l'expression 

.2.3.../*/ 

converge, pour des valeurs croissantes de /i, vers la limite zéro. 

Souvent, h l'aide des théorèmes I et II, on peut déterminer la valeur 
singulière que reçoit une fonction composée de la variable x^ tandis 
que cette variable s'évanouit. Ainsi, par exemple, si l'on veut obtenir 
la valeur singulière de af correspondante a j? = o, il sufTira de cher- 
cher la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes 

de X, l'expression ( - j = -^- Cette limite, en vertu du théorème II 



x^ 



(corollaire I), est égale à l'unité. 

De même, on conclurait du théorème I (corollaire I) que la fonc- 
tion 

xh{x) 

s'évanouit avec la variable x. 

Lorsque les deux termes d' une fraction sont des quantités infiniment 
petites, dont les valeurs numériques décroissent indéfiniment avec celle 
de la variable a, la valeur singulière que reçoit cette fraction, pour a = o, 
est tantôt finie, tantôt nulle ou infinie. En effet, désignons par k, k' deux ' 
constantes finies qui ne soient pas nulles, et par £, e' deux nombres 
variables qui convergent avec a vers la limite zéro. Deux infiniment 
petits, l'un de l'ordre n, l'autre de l'ordre n , pourront être repré- 
sentés respectivement par 
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et le«r rapport, savoir 

<-'«■■• ( i±f') _ /•' i_±_£^ ^._ _ k^ i^e' I 

aura évidemment pour limite 

-rt SI 1 on suppose » = », 

o, si l'on suppose n'> «, 

± 00, si l'on suppose «' < h. 

On prouverait de même que la limite uen laquelle converge te rapport 
de deux quantités infinimem grandes, tandis que leurs valeurs numé- 
riques croissent indéfiniment avec celle d'une même variable x, peut être 
nulle, finie ou infinie. Seulement, cette limite a un signe déterminé, 
constamment égal au produit des signes des deux quantités que l'un 
considère. 

Parmi les fractions dont les deux termes convergent avec la va- 
riable a vers la limite zéro, on doit placer la suivante 

toutes les fois qu'on attribue à la variable x une valeur dans le voisi- 
nage de laquelle la fonction f{x) reste continue. Kn elTet, dans cette 
bvpolhèse, la différence 

est une quantité infiniment petite. On peut même remarquer qu'elle 
est en général un infiniment petit du premier ordre, en sorte que le 
rapport 

converge ordinairement, tandis que la valeur numérique de a diminue, 
vers une limite finie différente de zéro. (Iletle limite sera, par 

exemple, 

IX, si l'on prend /{x)^ x' 
et 

— —I si l'on prend /{x) — —_■ 
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Dans le cas parliculier où Ton suppose x = o, le rapport 

/ ( .r H- g ) — f{ .rj 
a 

se.réduit à cet autre 

a 

Parmi les rapports de cette dernière espèce, nous nous bornerons ici 
à considérer le suivant 

sina 



Comme il peut être mis sous la forme 

sin( — a) 



— a 



5 



sa limite restera la même, quel que soit le signe de a. Cela posé, con- 
cevons que l'arc a reçoive une valeur positive très petite. La corde de 
Tare double 2a étant représentée par 2 sina, on aura évidemment 
2 a > 2 sin a et, par suite, 

a > sina. 

De plus, la somme des tangentes menées aux extrémités de l'arc 2a 
étant représentée par 2 tanga, et formant une portion de polygone 
qui enveloppe cet arc, on aura encore 2 tanga > 2a et, par consé- 
quent, 

langa> a. 

En réunissant les deux formules qu'on vient d'établir, on trouvera 

sina < a < tanga; 

puis, en remettant pour tanga sa valeur, 

sina 



et, par suite, 



sma<a < 

ces a 



a I 
i< — -< , 

sma cosa 



sma 

I > > cosa. 

a 
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« 

Or, tandis que a diminue, cosa converge vers la limite i : il en sera 

donc de même a fortiori du rapport toujours compris entre i et 

cosa, en sorte qu'on aura 

(7) lim —I. 

a 

La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports 

- — y ''- ^ — étant un des principaux objets du Calcul 

infinitésimal, nous ne nous y arrêterons pas davantage. 

Il nous reste à examiner les valeurs singulières des fonctions de 
plusieurs variables. Quelquefois ces valeurs sont conftplètement déter- 
minées et indépendantes des relations que Ton pourrait établir entre 
les variables. Ainsi, par exemple, si Ton désigne par 

a, 6, X, y 

quatre variables positives, dont les deux premières convergent vers la 
limite zéro et les deux dernières vers la limite x, on reconnaîtra sans 
peine que les expressions 

«6, XY, -> >> a^, x> 

X à 

ont pour limites respectives 

O, oc, O, 00, O, 00. 

Mais le plus souvent la valeur singulière d'une fonction de plusieurs 
variables ne peut être entièrement déterminée que dans le cas parti- 
culier où, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec- 
tives, on établit entre elles certaines relations; et, tant que ces rela- 
tions ne sont pas fixées, la valeur singulière dont il s'agit est une 
quantité ou totalement indéterminée, ou seulement assujettie à rester 
comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on l'a remarqué 
plus haut, la valeur singulière à laquelle se réduit le rapport de deux 
variables infiniment petites, dans le cas où chacune de ces variables 
s'évanouit, peut être une quantité quelconque finie, nulle ou infinie. 
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En d'autres termes, cette valeur singulière sera complètement indé- 
terminée. Si, au lieu de deux variables infiniment petites, on consi- 
dère deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport 
de ces dernières, tandis que leurs valeurs numériques croissent indé- 
finiment, converge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou 
négative, suivant que les deux variables sont de même signe ou de 
signes contraires. Il est également facile de s'assurer que le produit 
d'une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a 
pour limite une quantité complètement indéterminée. 

Afin de présenter une dernière application des principes qu'on 
vient d'établir, cherchons quelles valeurs il faut attribuer aux variables 
X et y pour que la valeur de la fonction 

devienne indéterminée. Si l'on désigne par A un nombre supérieur à 
l'unité, et par L la caractéristique des logarithmes dans le système 
dont la base est A, on aura évidemment 

et, par suite. 



I \A r j 



Or il est clair que l'expression 



A - 



convergera vers une limite Indéterminée, lorsque le rapport 



X 



convergera lui-même vers une semblable limite, ce qui arrivera dans 
deux cas différents, savoir : i"* lorsque L(v) et x seront deux quan- 
tités infiniment petites, c'est-à-dire lorsque x et y auront pour limites 
respectives o et i; 2** lorsque Lfj) et a: seront deux quantités infini- 
ment grandes, c'est-à-dire lorsque, x ayant une limite infinie, v aura 
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pour limite o ou x. II est bon d'observer que, dans l'un et l'autre cas, 
la limite indéterminée de l'expression 

A-'=/- 

sera nécessairement positive. Il peut même arriver que cette limite 
soit assujettie à demeurer comprise entre les valeurs extrêmes o et i, 
ou bien entre les suivantes i etx. Concevons, par exemple, que cha- 
cune des variables x et y converge vers la limite qo. Dans ce cas, la 

limite du rapport 

L(.r) 

1 L(v) 

étant une quantité positive quelconque, celle de j'= A ^ ne pourra 
être qu'une quantité moyenne entre i et oo. Cette moyenne sera d'ail- 
leurs indéterminée, tant que l'on n'établira pas entre les variables 
infiniment grandes a: eiy de relation particulière. Mais, si l'on suppose 

/(y) désignant une fonction qui croisse indéfiniment avec la va- 
riable x^ alors la moyenne dont il s'agit, n'étant autre chose que la 
limite de 

[/(^)n 

obtiendra une valeur déterminée, que l'on pourra souvent calculer à 
l'aide du théorème II. 

Si, au lieu de la fonction y', on eût considéré la suivante 

y, 

on aurait trouvé que cette dernière devient indéterminée : i** lorsque 
la variable y converge vers la limite i et la variable x vers l'une des 
suivantes — oo, -h ao; 2" lorsque, la variable x ayant zéro pour limite, 
y converge vers zéro ou vers l'infini positif. 

Quelquefois on rencontre dans le calcul des expressions singulières 
qui ne peuvent être considérées que comme des limites vers lesquelles 
convergent des fonctions de plusieurs variables, tandis que ces mêmes 
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variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes, ou 
même, plus généralement, convergent vers des limites fixes. Telles 
sont, par exemple, les expressions 

O 00 ^ 

O X O, -> 00X00, — » O X », O**, !•, ..., 

O X 

parmi lesquelles on doit regarder les deux premières comme les limites 
vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables 
infiniment petites, les deux suivantes comme les limites du produit 
et du rapport de deux variables positives infiniment grandes, etc. Si 
l'on considère en particulier les expressions singulières que pro- 
duisent les fonctions 

X 

x-hV, xy, -, y', 1-^, 

on trouvera que les valeurs de ces mêmes expressions, lorsque les 
variables restent indépendantes, peuvent être aisément fixées par ce 
qui précède. Les équations qui serviront à déterminer ces valeurs 
seront respectivement 



Pour 

les 
fonctions 

X 



oc -f- oc =r 00, 



oc — 00 -— - M ( ( — 00, -+-«)); 



xy 



oxo — o, o X 0C-- o X — oc" M((— 00, 4-oc)), 

00XO0:r::--O0X — OOr^OO, OCXOCr:!!— X; 



l ^ — M(( — X, -hx)), 
< 

y IX — X 



o 



O 



X — X 



— o, 



X 

_ < 



X — X 



o 



mr X 



X 



— 00 



— X 
X 



M(( — X, o)); 



y 



j o«^x«zi.M((o, X)), 



0~ • = X* ^rz 00, 



Y 



V 



\ 0^:=CC^ iizO ou X, 

) J_ i 

[ 0--=X-r=M((l,x)), 



O*- :X~* ~ O, 

I*: 1 I-- — M((o, x)); 

I I 

o*— x"-=i=M((o, i)), 

I 
I**™ M((o, X)). 
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CHAPITRE m. 



DES F05CTIO5S SYMÉTRIQUES ET DES FONCTIONS ALTERNÉES. USAGE DE CES FONCTIONS 
POUR LA RÉSOLUTION DBS ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A UN NOMBRE QUELCONQUE 
d'inconnues, des FONCTIONS HOMOGÈNES. 



§ I. — Des fonctions symétriques. 

Une fonction symétrique de plusieurs quantités est celle qui con- 
serve la même valeur et le même signe après un échange quelconque 
opéré entre ces quantités. Ainsi, par exemple, chacune des fonc- 
tions 

x-\-yy xy-hy'y xyzy sinj?-+-siny-i- sin-s, ... 

est symétrique par rapport aux variables qu'elle renferme, tandis que 

X y y x^ ) ... 

sont des fonctions non symétriques des variables a? et y. De même 

encore 

6 -4- c, 6* -h c*, bcy ... 

sont des fonctions symétriques des deux quantités h^ c\ 

b-^ c-h cfy 0^-hc^-hd*y bc-{- bd-h cdy bcd 

sont des fonctions symétriques des trois quantités b^ c^ d; .. .. 

Parmi les fonctions symétriques de plusieurs quantités 6, c, ..., 
gy A, on doit distinguer celles qui servent de coefficients aux diverses 
puissances de a dans le développement du produit 

et dont les propriétés conduisent à une solution très élégante de plu- 
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sieurs équations du premier degré entre n variables or, j, 5, . . . , i/, c% 
lorsque ces équations sont de la forme 



(') 



X H- y -h z -h ... -h 1/ -h i' = Ao, 

a x^ -\- b y -h c 5 -+-... -h ^ w -h /t r - A ,, 

'rt^j™ H- ^*7 -+-e'-5 -{-. . .-i-^'£/ -hA*t» ==A'î, 
• ...., 



En effet, soient 



A „ _ j ~ — ( 6 -+- c 4- . . . -h ^ -f- A ) , 

A„_j — 6c -h . . . -h 6^ -h 6A -h . . . -h c^ -H c/j 



. . -h gll. 



Ao ^^dz bc, , .gh 



les fonctions symétriques dont il s'agit, en sorte qu'on ait 

a"-' -h A,i^,a''"*-h. ..-+-A,^-f-Ao— (a — b) (a — c) {a — ci), , . . 

Si, dans cette dernière formule, on remplace successivement a par 
b, par c, . . . , par g, par A, on trouvera 

6"-» -h A„., b"-* -h . . . ~h A, 6 -h Ao - o, 
c"-' -f- A„_, c'*-* H-. . .-H A,c H- A0--0, 






«-• 4- A„_, ^«- ' -h . . . -h A, ^-^ -t- Ao — o, 
A'»-^ -h A,,-,^''"*^-. . .4- A,A -h Ao^o. 

Si l'on ajoute ensuite membre à membre les équations (i), après avoir 
multiplié la première par Ao, la seconde par A,, ..., l'avant-dernière 
par A„_a, et la dernière oar l'unité, on obtiendra la suivante 

(^r^-'-hArt-ja"-*-!-. ..-f- A,^ -h Ao)^:^ == A-^,., -h A„_,A„_,H-. . .H- A,A, -hAoAo, 



et l'on en conclura 



(2) .r = 



îr-h/l)kn^i-^(bc 



h 



b/l 



^S 



c/i 



g 



//)A>_3~. 



.:*zbc. , .gb.ki 



{a ~ ) {a -' c). . J a -- g){(i — // ) 
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On déterminerait par un procédé analogue les valeurs des autres 
inconnues j^, s, . . . , m, ç'. 

Lorsque, dans les équations (i), on substitue aux constantes 

Aq» a*!, ATj, . . ., A|,_| 

les puissances entières successives d'une même quantité k^ savoir 

A I f a", a", ***; a""» 

la valeur trouvée pour x se réduit à 

(k-b)(k-c).,,(k--g)(k-h ) 
^ ^ (a-^)(a-c)...(a~^)(a-/ï)' 



§ II. — Des fonctions alternées. 

Une fonction alternée de plusieurs quantités est celle qui change de 
signe, mais en conservant au signe près la même valeur, lorsqu'on 
échange deux de ces quantités entre elles; en sorte que, par une 
suite de semblables échanges, la fonction devienne alternativement 
positive et négative. D'après cette définition, 



X 



— y y ^v*— ^'7, L(— j> sinor — sin/, 



sont des fonctions alternées des deux variables x et j; 

est une fonction alternée des trois variables a:, j, 5, et ainsi de suite. 
Parmi les fonctions alternées de plusieurs variables 

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entières par rapport 
à chacune de ces mêmes variables. Supposons une semblable fonction 

Œuvre* de C. — S. U, t. Ul. lO 
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développée et mise sous la forme d'un polynôme. Un de ses termes, 
pris au hasard, sera de la forme 

p, q, r, ..., s, t désignant des nombres entiers, et k un coefficient 
quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe, mais con- 
server au signe près la même valeur, après l'échange mutuel des 
deux variables x et j, il faudra de toute nécessité qu'au terme dont 
il s'agit corresponde un autre terme de signe contraire 

déduit du premier en vertu de cet échange. La fonction se composera 
donc de termes alternativement positifs et négatifs, qui, réunis deux 
à deux, produiront des binômes de la forme 

Dans chaque binôme de cette espèce,/?, q seront nécessairement deux 
nombres entiers distincts l'un de l'autre, et, comme la différence 

xPyi — x'iyP 

est évidemment divisible par y — x ou, ce qui revient au même, par 
x—y^ il en résulte que chaque binôme, et par suite la somme dos 
binômes ou la fonction proposée, sera divisible par 

Comme on peut d'ailleurs, dans les raisonnements qui précèdent, sub- 
stituer aux variables a?, y deux autres variables quelconques a- et 5 
on y et 5, . . . , on obtiendra définitivement les conclusions suivantes : 
1° Une fonction alternée, mais entière, de plusieurs variables a:^,j, 
5, . .., M, ç', est composée de termes alternativement positifs et néga- 
tifs, dans chacun desquels les diverses variables ont toutes des expo- 
sants différents; 
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2** Une semblable fonction est divisible par le produit des diffé- 



rences 



(0 { ..., ±{u^z), ±:((^-5), 



±:(r^«), 



prises chacune avec tel signe que Ton voudra. 

Le produit dont il est ici question, ainsi qu'on peut aisément le 
reconnaître, est lui-même une fonction alternée des variables que 
Ton considère. Pour le prouver, il suffît de faire voir que ce produit 
change de signe, en conservant au signe près la même valeur, après 
l'échange mutuel de deux variables, x et y par exemple. Or, en effet, 
suivant que l'on adopte pour chaque différence le signe -h ou le 
signe —, ce produit se trouve égal soit à -h ç, soit à — ç, la valeur 
de (p étant déterminée par l'équation 

et, comme il est évident que cette valeur de ç change seulement de 
signe en vertu de l'échange mutuel des variables x et j, on peut con- 
clure qu'il en sera de même d'une fonction équivalente soit à •+- 9, 
soit à — ç. 

Concevons, pour fixer les idées, que l'on prenne chacune des diffé- 
rences (i) avec le signe -h. Le produit de toutes ces différences sera 
la fonction ç déterminée par l'équation (2) ou, ce qui revient au 
même, par la suivante 

(3) 9 = (r — ^)x(- — ^)(^— /)><•• •x(^'—'^)(^—J')(^'—-)--(^' — '0- 

Si, de plus, on appelle n le nombre des variables a?, j, 5, . . . , w, ç', 
n — I sera évidemment le nombre des différences qui renferment une 
même variable : et par suite, dans chaque terme de la fonction ç déve- 
loppée et mise sous la forme d'un polynôme, l'exposant d'une variable 
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quelconque ne pourra surpasser /^ — i. Enfin, comme dans un même 
terme les différentes variables devront être affectées d'exposants dif- 
férents, il est clair que ces exposants seront respectivement égaux 
aux nombres 

o, I, 2, 3, . . ., n — I. 

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numérique, 
sera donc équivalent au produit des diverses variables rangées dans 
un ordre quelconque, et respectivement élevées aux puissances mar- 
quées par les nombres o, i, 2, 3, ... , /^ — i. On doit ajouter que 
chaque produit de cette espèce se trouvera compris une seule fois, 
tantôt avec le signe 4-, tantôt avec le signe —, dans le développement 
de la fonction ç. Par exemple, le produit 

ne pourra être formé que par la multiplication des premières lettres 
des facteurs binômes qui composent le second membre de Téqua- 
tion (3). 

A l'aide des principes que nous venons d'établir, il est facile de con- 
struire en entier le développement de la fonction ç, et de démontrer 
ses diverses propriétés {voir à ce sujet la Note IV). Nous allons main- 
tenant faire voir comment on se trouve conduit, par la considération 
d'un semblable développement, à la résolution des équations géné- 
rales du premier degré à plusieurs variables. 

Soient 

a,x -H ^ij -¥c^z -i-...H-^|W -^ h^v -- A'i, 
(4) { a^x -i-b^y -hc,5 4-...-h^iM -hAji^ = A:,, 



n équations linéaires entre les n variables ou inconnues 



«^> y* ^y • • • » ''» *'> 
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et les constantes 



a 



0> 



a,, 



«t. 



6o> 



Coi 



C| 



^î, 



^/l— 1> ^«—1» ^/l-l> 






g'is 



«0> ^0» 



• > 



> ^/i-i> ^rt-i» ^«-i> 



choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par P ce que devient 
la fonction ç lorsqu'on y remplace les variables 



^9 y% ^\ 



.., W, (^ 



par les lettres 



a, 6, c, . . . , g y h 



considérées comme autant de nouvelles quantités, en sorte qu'on ait 

(5) P=z(^ — a)x(c — a)(c — ^)x...x(^ — a)(^ — 6)(^ — c)...(A — jÇ'). 

Le produit P sera la fonction alternée la plus simple des quan- 
tités a, é, c, .. ., ^, A; et, si l'on développe cette fonction par la 
multiplication algébrique de ses facteurs binômes, chaque terme du 
développement sera équivalent, au signe près, au produit de ces 
mêmes quantités rangées dans un certain ordre, et respectivement 
élevées à des puissances marquées par les exposants o, i, 2, 3, ..., 
n — I. Cela posé, concevons que dans chaque terme on remplace les 
exposants des lettres par des indices, en écrivant, par exemple. 



au lieu du terme 



«o^lCl--/§'«-î^n-i> 



a<>^>c*...^''-«A«-S 



et désignons par D ce que devient alors le développement du pro- 
duit P. La quantité D aura évidemment, tout comme le produit P, la 
propriété de changer de signe lorsqu'on échangera entre elles deux 
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(les lettres données, par exemple les deux lettres a et b. Il est aisé 
d'en conclure que la valeur de D sera réduite à zéro, si Ton écrit dans 
tous ses termes la lettre é à la place de la lettre a, sans écrire en mémo 
temps a à la place de b. Il en serait de même si Ton écrivait partout à 
la place de la lettre a Tune des lettres c, ..., g, h. Par suite, si, dans 
le polynôme D, on désigne la somme des termes qui ont ^o pour 
facteur commun par Ao^o» '^ somme des termes qui renferment le 
facteur a, par A, a, , ... ; enfin la somme des termes qui ont pour fac- 
teur a;,_, par A^., «;,_,, en sorte que la valeur de D soit donnée par 
l'équation 

(6) D = Aotto-^- Aja, -h A,a,-+-. . .-+- A«-,art_,, 

on trouvera, en écrivant successivement dans le second membre de 
cette équation les lettres 6, c, . . . , ^, A à la place de la lettre a, 

o = Ao^o -h Ai^i -h A|6j -h. . . -h A«_| 6|,-i, 

O ^^^ AqCq -{- A| C} ~\- AfC] -|- ... -f- A||_|C;|_1, 

(7) \ 

o = Ao^o-H A,^| -+- A,^,4-. . .H- A„-,^„_|, 

o 1= Ao/«oH- A|Ai 4- A,A,-+-. . .-f- Art-i/*/i-i. 

Supposons maintenant qu'on ajoute membre à membre les équa- 
tions (4)» après avoir multiplié la première par Ao, la seconde par A,, 
la troisième par Aj, ..., la dernière par A;,_,. On verra, dans celte 
addition, les coefficients des inconnues j, s, . . . , m, t' disparaître 
d'eux-mêmes en vertu des formules (7), et l'on obtiendra définitive- 
ment l'équation 

Dj: = AoA-qH- A|A-|-t- A,A-,4-. . .-t- A«-,A-„_,, 

de laquelle on conclura 

(8) aT = 

Comme d'ailleurs des deux quantités 

D et AoA-o-+- AiA-,-4- AtA-j-f-. . .4- A;,-|A-^-, 
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la première est ce que devient le développement du produit 

(6 — a) X (c — a) (c— 6) X. ..X (A — a) (A — 6) (A — c).. .(A — ^), 

lorsque dans ce développement on remplace les exposants des lettres 
par des indices, et la seconde, ce que devient la quantité D, équiva- 
lente au second membre de la formule (6), lorsqu'on y substitue la 
lettre A à la lettre a, il en résulte que la valeur de x peut être censée 
déterminée par l'équation 

_ (6 — ^)x(c — Ar)(c-~6)x...x(A~A-)(A — 6)(A — c)...(A — ff) 

(9) '^— (^«_a)x(c-a)(c— 6)x...x(A— a)(A-6)(A — c)...(A — ^)' 

pourvu que l'on convienne de développer les deux termes de la frac- 
tion qui forme le second membre, et de remplacer dans chaque déve- 
loppement les exposants des lettres .par des indices. La valeur que 
l'équation (9) prise à la lettre semble fournir pour l'inconnue x, 
n'étant pas exacte et ne pouvant le devenir que par suite des modifi- 
cations énoncées, est ce que nous nommerons une valeur symbolique 
de cette inconnue. 

La méthode qui nous a conduits à la valeur symbolique de x four- 
nirait également celles des autres inconnues. Pour montrer une 
application de cette méthode, supposons qu'il s'agisse de résoudre • 
les équations linéaires 

(10) / a^x 4- b^y -+- c,5 r- A:,, 

On trouvera dans cette hypothèse, pour la valeur symbolique de Tin- 
connue X, 



] (b'-a){c--a)(C'-b) 



(^0 

k^b^c*—k^b*c^-hk^b*c^—k^b^c^-hk^b^c^ — k^b^Co ^ 
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et par suite, la valeur véritable de la même inconnue sera 

, . A'o^iC, — Ato^jC, 4- A-, 6,Co— kyboCi-¥- k^b^Cx— Aî6,Co 

(12) X ^1 7 7 ' 7 • 

Nota. — Lorsque, dans les équations (4), on remplace les indices 
des lettres a, b, c, ..., g, h, k par des exposants, la valeur symbo- 
lique de X donnée par Téquation (9) devient évidemment la valeur 
véritable, et coïncide, comme on devait s'y attendre, avec celle que 
fournit la formule (3) du § I. 



§ III. — Des /onctions homogènes. 

Une fonction de plusieurs variables a?, j, s, ... est homogène 
lorsque, / désignant une nouvelle variable indépendante des pre- 
mières, le changement de x en tx, de y en iy, de z en tz, ... fait 
varier cette fonction dans le rapport de l'unité à une puissance déter- 
minée de /, et Texposant de cette puissance est ce qu'on nomme le 
degré de la fonction homogène. En d'autres termes, 

/(ar,7, z, ...) 

sera une fonction homogène du degré a par rapport aux variables x, 
y^z, . . . , si l'on a, quel que soit /, 

(i) /{tx, ty, tz, . . .) = t^ f{x,y, z, . . .). 

Ainsi, par exemple, 

-^^/-H/S sfxy, ly — lx 



x^ 



sont trois fonctions homogènes des variables x et j, la première du 
second degré, la deuxième du premier degré, et la troisième d'un 
degré nul. Une fonction entière des variables a:, j, 5, ..., composée 
de termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverses 
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variables soit la même dans tous les termes, est évidemment homo- 
gène» 

Si, dans la formule (i), on fait t= -t on en conclura 



X 



(2) 



f{x,y,z, ,..)=X^/(^l,^y ^, ...j 



Cette dernière équation établit une propriété des fonctions homo- 
gènes qu'on peut énoncer de la manière suivante : 

Lorsqu'une fonction de plusieurs variables x^ y^ z^ ... est homogène, 
elle équivaut au produit de l'une quelconque des variables élevée à une 
certaine puissance par une fonction des rapports entre ces mêmes variables 
combinées deux à deux. 

On peut ajouter que cette propriété appartient exclusivement aux 
fonctions homogènes. Et, en effet, supposons f{x, y, z, . . .) équi- 
valente au produit de x^ par une fonction des rapports entre les 
variables j?, j, 5, ... combinées deux à deux. Comme on pourra 

» 

exprimer tous ces rapports au moyen de ceux qui ont x pour déno- 
minateur, en écrivant, par exemple, au lieu de — > 

(i 

il en résulte que la valeur de/(a?, j, «,...) sera donnée par une équa- 
tion de la forme 



/(^,/,-, ...) = -^^9(j'^» •••) 



Cette équation devra subsister, quelles que soient les valeurs de x, j, 
-3, ... ; et, si Ton y remplace 

X par tx, y par ty, z par tz, ..., 

elle deviendra 

/(^;r, ^/, <5, . ..) = ^«j;« cp( ^, -, ... )• 

\ ce J^ J 

OEupresde C. — S. H, l. III. I J 
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Par suite, on aura, quel que soit t, dans Thypothëse admise, 

OU, en d'autres termes, 

y (*^>^> ^» • • •) 

sera une fonction homogène du degré a par rapport aux variables x, 

V, *', • • • • 
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CHAPITRE IV. 

DfiTBRMINATION DBS PONCTIONS ENTIÈRES, d'aPRÈS UN CERTAIN NOMBRff DE VALEURS 

PARTICULIÈRES SUPPOSÉES CONNUES. APPLICATIONS. 



§ 1. — Recherche des fonctions entières d'une seule variable, 
pour lesquelles on connaît un certain nombre de valeurs par- 
ticulières. 

Déterminer une fonction d'après un certain nombre de valeurs par- 
ticulières supposées connues, c'est ce qu'on appelle interpoler. Lors- 
qu'il s'agit d'une fonction d'une ou de deux variables, cette fonction 
peut être considérée comme l'ordonnée d'une courbe ou d'une sur- 
face, et le problème de V interpolation consiste à fixer la valeur géné- 
rale de cette ordonnée d'après un certain nombre de valeurs particu- 
lières, c'esirà-dire à faire passer la courbe ou la surface par un certain 
nombre de points. Cette question peut être résolue d'une infinité de 
manières, et en général le problème de l'interpolation est indéter- 
miné. Toutefois, l'indétermination cessera si, à la connaissance des 
valeurs particulières de la fonction cherchée, on ajoute la condition 
expresse que cette fonction soit entière, et d'un degré tel que le 
nombre de ses termes devienne précisément égal au nombre des 
valeurs particulières données. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'on considère d'abord les fonc- 
tions entières d'une seule variable x. On établira facilement à leur 
égard les propositions suivantes : 

Théorème I. —Si une fonction entière de la variable x s'évanouit pour 
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une valeur particulière de cette variable , par exemple pour a: == a:^,, elle 
sera divisible algébriquement par x — x^. 

Théorème II. — Si une fonction entière de la variable x s'évanouit 
pour chacune des valeurs de x comprises dans la suite 

■^0» «^l» *^î> • • •> •^/l — 1> 

n désignant un nombre entier quelconque y elle sera nécessairement divi- 
sible par le produit 

Soient maintenant ^(x) et ^(x) deux fonctions entières de la 
variable x, Tune et l'autre du degré /i — i, et qui deviennent égales 
entre elles pour chacune des n valeurs particulières de x comprises 
dans la suite x^, Xt, x^, . . . , a?^», . Je dis que ces deux fonctions seront 
identiquement égales, c'est-à-dire qu'on aura, quel que soitx, 

et, en effet, si cette égalité n'avait pas lieu, on trouverait dans la dif- 
férence 

un polynôme entier dont le degré ne surpasserait pas n — i, mais qui, 
s'évanouissant pour chacune des valeurs de x ci-dessus mentionnées, 
serait pourtant divisible par le produit 

[x — Xq) {x — Xi) {x — Xf ) , , .{x — •ï'n— i ), 

c'est-à-dire par un polynôme du degré /i, ce qui est absurde. On serait 
assuré a/ortioride l'égalité absolue des deux fonctions ?(j?) et ^(o:), 
si l'on savait qu'elles deviennent égales entre elles pour un nombre 
de valeurs de x supérieur à n. On peut donc énoncer le théorème sui- 
vant : 

Théorème III. — Si deux fonctions entières de la variable x deviennent 
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égales pour un nombre de valeurs de cette variable supérieur au degré de 
chacune des deux fonctions y elles seront identiquement égales, quel que 
soit X. 

On en déduit comme corollaire cet autre théorème : 

Théorème IV. — Deux fonctions entières de la variable x sont identi-- 
quement égales toutes les fois qu elles deviennent égales pour des valeurs 
entières quelconques de cette variable, ou même pour toutes les valeurs 
entières qui surpassent une limite donnée. 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x^ pour lesquelles 
les deux fonctions deviennent égales, est indéfini. 

Il suit du théorème III qu'une fonction entière u du degré n — i 
sera complètement déterminée, si l'on connaît ses valeurs particulières 

Wq, Mj, I/], . . ., M/1— 1 

correspondantes aux valeurs 

de la variable x. Cherchons dans cette hypothèse la valeur générale de 
la fonction w. Si l'on suppose d'abord que les valeurs particulières Wo» 
M,, . .. , Un-i se réduisent toutes à zéro, à l'exception de la première z/^, 
la fonction M, devant alors s'évanouir pour J7 = a?,, ^onvx^x.^^ ..., 
enfin pour aT=:^;j^,, sera divisible parle produit (^\ 

et sera par conséquent de la forme 

u^=.k{x — ^i)(^ — arj)...(j7 — ^/i-i), 

k ne pouvant être qu'une quantité constante. De plus, u devant se 
réduire à u^ pour x = a?o, on en conclura 



86 COURS D'ANALYSE. 

et, par suite, 

U iz: //0 — . • 

(Xq — J^i ) ( Xq — Xi ) . . . ( J?o — -^n— I ) 

De même, si les valeurs particulières m^, Ut, u^, . . . , a^_, se réduisent 
toutes à zéro, à l'exception de la seconde m,, on trouvera 

__ ,^ (ar — j-o)(j?~.r,)...(x — j7;,-t) 



Enfin, si elles se réduisent toutes a zéro, à l'exception de la dernière 
Ua-t* on trouvera 



U — !/«_, 



( »^«— I — ^0 ) ( «^«-1 — *^l ) • • • ( «^/l— I — «^1» -1 ) 



En réunissant les diverses valeurs de u correspondantes aux diverses 
hypothèses qu'on vient de faire, on obtiendra pour somme un poly- 
nôme en X du degré n — i, qui aura évidemment la propriété de se 
réduire à u^^o\xr x = a?,j,à u^ pour a: = x^, .. ., à i/^-i poura? = a:^_,. 
Ce polynôme sera donc la valeur générale de u qui résout la question 
proposée, en sorte que cette valeur générale se trouvera déterminée 
par la formule 

( X ~~~ X\ } y X — X» ) . • » y X '~~ Xfj^^i ) 

U= Uq ~ — ^ - 



( ^0 — •^i ) ( *^o — «^î ) • • • ( ''^O «^/l-t ) 

{X — Xo)(X — ^j)...(j7 — Xn-i) 
(l) ' (Xi— Xo)(X^^Xi)., .(Xi—'Xn^i) 



y »** «^0 ) ( "^ ^ ^\ ) • • • ( «2^ — *^n—i ) 



On pourrait déduire directement la même formule de la méthode que 
nous avons employée ci-dessus (Chap. III, § I) pour résoudre dans un 
cas particulier des équations linéaires à plusieurs variables (voirk ce 
sujet la Note V). 

Si, en désignant para une quantité constante, on remplace dans la 
formule (i) la fonction u par la fonction u —a, qui sera évidemment 
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de même degré, et les valeurs particulières de u par les valeurs parti- 
culières de w — a, on obtiendra Téquation 

« — a= (i/o— a) ' 



(w, — rt) 



( j:*o ^1 ) ( '^'o ^1 ) • • ( ^0 — ^n—x ) 



(a) { {^\-~^t^){^\-'^x)'"{Xi — ^n-x) 






(•^/t— i ^o) (^/i— i — -^j)» • •(•^/i-i — ^rt-j) 



et, en comparant cette équation à la formule (i), on trouvera la sui 
vante 

( j: — j?, ) (.r — ^, ). . .(-^ — ^/i-i ) 






{Xq ^Ti ) (a"o — -^î)' • «(«^o — *^/i-i ) 
(3) { ■ i-^i — ^o) (^x — ^t) • ' '(x^ — x^^i) 



(x — Xo){x — x^). , .{x — ^«-j ) 



(•^rt-l -^o) (•^«-1 «^'l )• • '(^n—l — ^/i— f ) 

Cette dernière équation est identique et subsiste quel que soit œ. 

Les équations (i) et (2) peuvent servir Tune et Tautre à résoudre, 
pour les fonctions entières, le problème de l'interpolation; mais il 
convient, en général, de préférer pour cet objet TéquatioM (2), attendu 
qu'on peut y faire disparaître l'un des termes du second membre, en 
prenant la constante a équivalente à l'une des quantités 

liQf Uif l/|, . . ., iin-f 

Supposons, par-exemple, qu'il s'agisse de faire passer une droite 
par deux points donnés. Désignons para?<,, y^ les coordonnées rectan- 
gulaires du premier point, par a:,, y, celles du second, et par j l'or- 
donnée variable de la droite. En remplaçant dans la formule (2) la 
lettre u par la lettre j, puis faisant n = i et a =/o» ^^ trouvera pour 
l'équation de la droite 

(4) 7-7o-(ri-7o)^~'^' 



Xi — Xq 
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Supposons, en second lieu, qu'il s'agisse de faire passer par trois 
points donnés une parabole dont l'axe soit parallèle à Taxe des y. 
Nommons 

J7i et 7i, Xi 61 /„ a-, et /, 

les coordonnées rectangulaires des trois points. Soit de plus y l'or- 
donnée variable de la parabole. En remplaçant toujours, dans la for- 
mule (2), la lettre u par la lettre y, puis faisant n = 2 eia = ji, on 
trouvera pour l'équation de la parabole 

y — y^ — wo y^'Tz. i. \ / „ ~\ 

( —M (•^ — ■^o)('^ — ^i) 

{Xf — Xq ) ( J7j — Xx) 

ou, ce qui revient au même. 



(6) 






Lorsque dans l'équation (i) on prend u=^af' {m désignant un 
nombre entier inférieur à /i), les valeurs particulières de u représen- 
tées par 

'^O» "l> ^1» • • •> "/l-l 

se réduisent évidemment à 

O-p, **|j ^|, •••» ** ,i-\* 

On aura donc, pour les valeurs entières de m qui ne surpassent pas 
Ai — I, 

X"^^=i x\ 



,fn ^m \^ — -^1 ) (^ '^a ) • • • (^ ^n-\ ) 

(J7q — Xx) \Xq X^), . .(-Tq '^/i — 1 ) 



(7) / («^t — -^o) (^l — Xi),,,{Xx — «ï^/i-i ) 

4- 

Cette dernière formule comprend comme cas particulier l'équation (3). 
De plus, si l'on observe que chaque puissance de x, et en particulier 
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la puissance cc!^~\ doit nécessairement avoir le même coefficient dans 
les deux membres de la formule (7), on trouvera : 
I ^ En supposant /w •< /i — i , 



0= « 



(vTq — ^\) \ ^0 — «2^1 ) • • • ( «^0 — «^/i— 1 ) 
X^ 

(8) ' (^1 — ^o)(«^i — a?j)...(a?| — *^/i-ï) 






(-^n-l ^0 ) («^n— l — ^1 ) . . . {^n~\ ^n-% ) 



2** En supposant m =n — i. 






\ *^0 "^ 1 / \ *^0 *^î ) • • • \ "^0 *^/l— I ) 

X]^ 

(9) i ' {^i — ^Q){^l — ^l)"'(^\—^n-l) 



(^.-l)«-* 



(•^n—X — ^0) (^n—\ — J^i ) . . . (•2?/t_i *^n-î ) 



Il est bon de remarquer que la formule (8) subsiste dans le cas même 
où Ton suppose m = o, et devient alors 



f 

i 0^= 



( ^0 — »^i ) ( "^0 *^i ) • • • ( *^o — «^/t— I ) 



(10) ; (^1 — ^o)(^i— ^i)...(^i — -^p/i-i) 



§ II. — Détermination des /onctions entières de plusieurs variables, 
diaprés un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. 

Les méthodes par lesquelles on détermine les fonctions d'une seule 
variable, d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées 

GF.upresde C. — S. U, l. IH. l '^ 
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connues, peuvent être facilement étendues, comme on va le voir, aux 
fonctions de plusieurs variables. 

Considérons d'abord, pour fixer les idées, des fonctions de deux 
variables x et j. Soient 9(^7, y), ^(j?, j) deux semblables fonctions. 
Tune et l'autre du degré n — i par rapport à chacune des variables, et 
qui deviennent égales entre elles toutes les fois que, en attribuant à la 
variable x une des valeurs particulières 

*^o» <^i> ♦^î» • • •» *^n I» 

on attribue en même temps à la variable/ l'une des suivantes 

J'o» J'i» J^î» •••» yn—\» 

ç(jro, j), "^{x^.y) seront deux fonctions de la seule variable v, qui 
deviendront égales entre elles pour n valeurs particulières de cette 
variable. Par suite (en vertu du théorème III, § I), ces deux fonctions 
seront constamment égales, quel que soit y. On aura donc identique- 
ment 

On trouvera de même 



9(^/i-i»7)"1'(^«-i'r)' 



D'ailleurs, les premiers membres des n équations précédentes sont 
autant de valeurs particulières de la fonction ?(^, y) dans le cas où 
Ton y considère x seul comme variable, et les seconds membres repré- 
sentent les valeurs particulières correspondantes de la fonction ^{x,y). 
Les deux fonctions 

lorsqu'on y attribue à j une valeur constante choisie arbitrairement, 
deviennent donc égales pour /i valeurs particulières de^r; et, comme 
elles sont toutes deux du degré n — i par rapport à x, il en résulte 
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qu'elles resteront égales, non seulement pour une valeur quelconque 
attribuée à la variable y^ mais encore pour une valeur quelconque 
de X, On serait assuré, afortioriy de l'égalité absolue des deux fonc- 
tions ?(-^. j), ^(^,/), si l'on savait qu'elles deviennent égales toutes 
les fois que les valeurs des variables x eXy sont respectivement prises 
dans deux suites composées chacune de plus de n termes différents. 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème \. — Si deux fonctions entières des variables x et y devien- 
nent égales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont res- 
pectis^ement prises dans deux suites qui renferment l*une et Vautre un 
nombre de termes supérieur aux exposants les plus élevés de x et de y 
dans ces mêmes fonctions, elles seront identiquement égales. 

On en déduit, comme corollaire, cet autre théorème : 

Théorème II. — Deux fonctions entières des v>ariables x et y sont iden- 
tiquement égales^ toutes les fois qu elles deviennent égales pour des valeurs 
entières quelconques de ces variables, ou même pour toutes les taleurs en- 
tières qui surpassent une limite donnée. 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de ir et de j pour les- 
quelles les deux fonctions deviennent égales est indéfini. 

Il suit du théorème I que, si la fonction ^{x^y) est supposée 
entière et du degré n — i par rapport à chacune des variables x et y, 
cette fonction sera complètement déterminée dès que Ton connaîtra 
les valeurs particulières qu'elle reçoit, lorsque, en prenant pour va- 
leur de X Tune des quantités 

^'^O» *^I> *^t* • • •» *^/l—l9 

on prend en même temps pour valeur de y Tune des suivantes 

j'o» yi9 yi* • • •» JK//-1» 
Dans la même hypothèse, la valeur générale de la fonction pourra 
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être facilement déduite de la formule (i) du paragraphe précédent. 
En effet, si Ton remplace dans cette formule u par ç(ar, y), on en 
tirera 

^/^ .,x__ (x — Xx)(x — Xi).,.(jr — ûr„_x) 

{Xq J7i ) ( J70 — JTj) . . . ( JTy *^n — l ) 
(X — J?o) (j? — Xi),,.{X — X^-\) 

9(^ify) 



(l) ' (Xi — Xo)(Xx—Xi).,.{Xi — X„^i) 



(.r — Xo)(x — Xi), . . (x — x„^ j) 

et Ton aura, de plus, en désignant par m un des nombres entiers 

(r-.voU.v-v,)...(r-r.-.) , 
(2) ' ■ (.•'.-y.)(.vi-/.)---(j.--j«-.)*^ ""•^" 



(r-.ro)(v-.v,)...(,v-.K,_,) 



(yn-i — yo) (yn-i — yx) ' ' '(yn-i~ yn-t) 

On conclura immédiatement des deux équations qui précèdent la va- 
leur générale de ^(j^* y)- On trouvera, par exemple, en supposant 

/l := 2, 

/ ^ ^ — ^l y - >'l / X 



(3) 



Xq — JTj 


yo j'i 


X — Xn 


y >'! 


Xl ■ ' Xq 


yo /! 


X — x^ 


.V r« 


Xq X^ 


yx yo 


X Xq 


y yo 



?(^l,/o) 



r9i^oy yi) 



X| — Xq >'| Vo 



Si Ton considérait des fonctions de trois ou d'un plus grand nombre 
de variables, on obtiendrait des résultats entièrement semblables à 
ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de deux va- 
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riables seulement. On trouverait, par exemple, à la place du théo- 
rème II, la proposition suivante : 

Théorème III. — Deux fonctions entières de plusieurs variables x^ y^ 
5, ... sont identiquement égales toutes les fois qu elles deviennent égales 
pour des valeurs entières quelconques de ces variables, ou même pour 
toutes les valeurs entières qui surpassent une limite donnée. 

§ III. — Applications. 

Pour appliquer les principes établis dans les paragraphes précé- 
dents, considérons en particulier des produits formés par la multipli- 
cation de facteurs successifs dont chacun surpasse le suivant d'une 
unité, le premier facteur étant Tune des variables x^ y, 5, ..., et 
cherchons à exprimer, au moyen de ces sortes de produits, le produit 
tout semblable qu'on obtiendrait en prenant pour premier facteur la 
somme des variables données, savoir 

•Si l'on réduit toutes les variables à deux, le problème qu'il s'agit de 
résoudre pourra s'énoncer comme il suit : 

Problème I. — E opprimer le produit 

dans lequel n désigne un nombre entier quelconque, par le moyen des 
produits suivants 

x{x — \){x — 2) , , .{x — /i-Hl), 

y(7 — ( j — 2) . . . (7 — /i -h i) 

et de tous ceux quon peut en déduire, en changeant seulement la valeur 
de n. 

Solution. — Pour résoudre plus facilement la question précédente, 
supposons d'abord que x et y soient des nombres entiers égaux ou 
supérieurs à n. Alors le produit (1) ne sera autre chose que le numé- 
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rateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons pos- 
sibles de x-hy lettres prises n k n, puisque ce nombre est précisé- 
ment 

( X -^ y) (x -h y — i) (x -h y — 2) . , . (x -^ y — n -t-i) 

1 . a . 3 . . . /i 

Cela posé, concevons que les lettres 

a, b^ c, ..., /?, qy r, ... 

étant en nombre égal à a; -h j, on les divise en deux groupes, de telle 
manière que les lettres «, b, c, ... du premier groupe soient en nombre 
égal à a?, et les lettres p, q, r, . . , du second groupe en nombre égal 
à y. Parmi les combinaisons formées avec ces différentes lettres, les 
unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier groupe. 
Le nombre des combinaisons de cette espèce sera 

x(x - }) {x '- 'i) , . . {x — n -h i) 

I . '2 . 3 . . . // 

D'autres renfermeront n — i lettres prises dans le premier groupe, et 
une lettre prise dans le second. On déterminera facilement le nombre 
des combinaisons de cette seconde espèce, et Ton verra qu'il est égal à. 

x{x — t) {x — 2) . . . (x -' n -h 2) y 

1 . 2 . 3 . . . ( /* — I ) I 

On trouvera de même pour le nombre des combinaisons qui renfer- 
menl n — 2 lettres prises dans le premier groupe, et deux lettres 
prises dans le second, 

x(x -' i) (x — 2) , , .( X — /t -4- 3 ) y {y ~ O 

I . 2 . 3 . . . ( // i ) l .A 

etc.; enfin, pour le nombre des combinaisons qui renferment seule- 
ment des lettres prises dans le dernier groupe, 

y ( y - I ) O'JT— ) '♦'(/ ^' ~L* ^ 
I . 2 . 3 . . . /i 

La somme des nombres des combinaisons de chaque espèce devant 
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reproduire le nombre total des combinaisons des £ch-j lettres données 
prises nkn, on en conclura 

/ (j:H-7)(x-hJ — l)...(x-t-J-- /l-hl ) 

I .2.3. . ,n 

1.2.3. ../i 1.2.3. ..(/I — J) I 

(a) \ 

x(x — \) , , .(x — /i -4- 3 ) y ( r — I ) 



l.2....(/^ — 2) 1.2 

^ .>'(/ — '^ ... (y — /i 4-2) .r(.r — .. . (r — // 4-0 



I I.2.3...(/* — l) 1.2.3. ../l 

L'équation précédente, étant ainsi démontrée pour le cas où les va- 
riables X et j' obtiennent des valeurs entières supérieures à n, subsis- 
tera, en vertu du théorème H (§ II), pour des valeurs quelconques de 
ces variables, et la valeur du produit (i) tirée de la même équation 
sera 

/ (J:'H-7)(^-»-/ — 0-..(-^4-y — /i 4-1) 

n 

IL- x(x — i)...(j? — /i 4-1)4 — x{x — i) . . , {x — n -h 2)y 

(3) ; n(n — i) , , , o^ ^ s 

4 x{x — ï) . , , (X — n -^ ô)f(y — i) -\-. . , 

-^ -i^fiy -0---( j — '^H- a )-^/(7 — ')•••( / — '*-+- 0. 

Corollaire I. — Si dans l'équation (2) on remplace x par — ^ et j 
par — j, on obtiendra la suivante : 

/ (•^-^y)('^ + .v-^0-"('^-H y -h n — f) 

1 . 2 . 3 . . . /i 



(4) 



x(x -^i) . . . (x -h n — 1) X ( X -^ i) . . . { X -h n — 2) y 

1.2.3. ../l 1.2.3. ../I — 1 I 

x(x -A- i) . , .(x -^ n — 3) y(y -^ï) 



1 . 2 . 3 . . . ( /i — 2 ) 1.2 

X 7(74-1). ..(74-/1 — 2) 7( V 4- I ) . . . ( y 4- /? - i) 
I i.3.3...(/i — i) 1.2.3. ../i 

Corollaire If. — Si dans l'équation (2) on remplace x par - et j 
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y 

par 7 , on trouvera 

I (^-»-r)(j?-+-.r — 2)... (j7-hr — 2/1-4-2) 

2.4-6. . .(2/1) 

x(x — 2) , . ,(x — 2/iH-a) a:(jr — 2) , . . {x — 2WH-4) y 

(5) ' 2.4.6. ..(2w) 2.4.6. ..(2« — 2) 2 

^ y( y — '^)'"(y — '^^-^^) _j_ y(y — 2)...(7 — 2/?-f- 2) 

2 2.4.6. ..(2/i — 2) 2.4.6. . .(2/1) 

Corollaire III. — En développant les deux membres de Téquation (2), 
et ne conservant, de part et d'autre, que les termes dans lesquels la 
somme des exposants des variables est égale à /i, on obtiendra la for- 
mule 

(or -h y)" ^^ j:*"-* y 



(6) 



I.2.3.../I I.2.3.../1 I.2.3...(/i — l) I 



I . 2 . 3 . . . ( /t — 2 ) 1.2 

jc y«-* Y'* 



I I . 2 . 3 . . . ( W — I ) I . 2 . 3 . . . /i 

La valeur de (x -h y)" tirée de cette dernière formule est précisément 
celle que fournit le binôme de Newton. 

Les formules qu'on vient d'obtenir peuvent être facilement éten- 
dues au cas où l'on considère plus de deux variables; et la méthode 
qui nous a conduits à la solution du problème I se trouve également 
applicable à la question suivante : 

Problème II. — ^t y» 5, ... désignant des variables en nombres quel- 
conques, exprimer le produit 

(jr-+-J-h5-h...)(^-+-/4-S-h... — l) (^ -^y -h5-h. . .— ^). . .(vF -hj -h 5 -h. . .— W 4-1) 

en /onction des suivants 

x{x — i)(j7 — 2)...(x-— /^-hl), 
/(J — 0(j- 2)...(y — n4-i), 
Z{Z — l)(5 — 2)...(C — /<-+-l), 



et de tous ceux quon peut en déduire en changeant la valeur de n, 
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On commencera par résoudre le problème dans le cas où a?, y, 5, ... 
désignent des nombres entiers supérieurs à w, en partant de ce prin- 
cipe que la fraction 

1 .2.3. . ./} 

est égale au nombre des combinaisons que Ton peut former avec 
^ -^y H- 5 -h . . . lettres prises na n; puis on passera au cas où les va- 
riables X, y, z, . .. deviennent des quantités quelconques, en s'ap- 
puyant sur le théorème III du § IL Lorsque Ton aura ainsi démontré 
la formule qui résout la question proposée, on en déduira sans peine 
la valeur de la puissance 

(j:-4-7-4--5H-...)'». 

On y parviendra, en effet, en développant les deux membres de la for- 
mule trouvée, et ne conservant de part et d'autre que les termes dans 
lesquels les exposants réunis des variables rr, j, s, ... forment une 
somme égale à n. 



Œuvre» de C, — S. H, t. Ul. 1 3 
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CHAPITRE V. 



DÉTERMINÀTIO!<( DES FONCTIONS CORTIIfUES D*tKB 8ELLK VARIABLE PROPRES A VÉRIFIER 

CERTAINES CONDITIONS. 



§ I. — Recherche d* une fonction continue formée de telle manière que 
deux semblables fonctions de quantités tyariables, étant ajoutées ou 
multipliées entre elles, donnent pour somme ou pour produit une fonc- 
tion semblable de la somme ou du produit de ces variables. 

Lorsque, au lieu de fonctions entières, on conçoit des fonctions 
quelconques, dont on laisse la forme entièrement arbitraire, on ne 
peut, plus réussir à les déterminer d'après un certain nombre de 
valeurs particulières, quelque grand que soit ce même nombre; mais 
on y parvient quelquefois dans le cas où Ton suppose connues cer- 
taines propriétés générales de ces fonctions. Par exemple, une fonc- 
tion continue de x, représentée par 9(^), peut être complètement 
déterminée lorsqu'elle est assujettie à vérifier, pour toutes les valeurs 
possibles des variables x et y. Tune des équations 

(i) ?(^^"7) = ?(^) -+-?(/), 

(2) <p(j74-/) = ?(.r) X 9(7), 

OU bien, pour toutes les valeurs réelles et positives des mêmes 
variables, Tune des équations suivantes : 

(3) ?(^7)~?('^)-H(p(7), 

(4) ?(^7) = ?(J^)X <p(j). 

La résolution de ces quatre équations présente quatre problèmes dif- 
férents que nous allons traiter l'un après l'autre. 
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Problème I. — Déterminer la fonction ç(^) de manière quelle reste 
continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que 
l'on ait pour toutes les valeurs réelles des variables x ety 

(i) ?(^ -+-/) = 9(0?) -h 9(7). 

Solution. — Si dans Téquation (i) on remplace successivement y 
par j -I- 5, z par s -+- w, . . . , on en tirera 

9(j7-hy-h5-+-tt -+-. ,.) — (^(x) -h 9(7) -h 9(5) -h9(i/)-h.. ., 

quel que soit le nombre des variables a?, /, 5, w, . . . ; si, de plus, on 
désigne par m ce même nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fasse 

la formule que Ton vient de trouver deviendra 

9(ma) = /n9(a). 

Pour étendre cette dernière équation au cas où le nombre entier m 
se trouve remplacé par un nombre fractionnaire — > ou même par un 
nombre quelconque (x, on fera, en premier lieu, 



n 



6 = ~a 



m 



m et /t désignant deux nombres entiers, et Ton en conclura 

/i9(6) = m9(a), 
9(ê)=:9^^aj = ^9(«); 

puis, en supposant que la fraction — varie de manière à converger 
vers un nombre quelconque (x, et passant aux limites, on trouvera 

9(f*«) = f*?(«)- 



100 COURS D'ANALYSE. 

Si maintenant on prend a = i, on aura, pour toutes les valeurs posi- 
tives de [X, 

et, par suite, en faisant converger [x vers la limite zéro, 

9(o)=io. 

D'ailleurs, si dans Téquation (i) on pose a? = jx, j= — (x, on en 
tirera 

?(- f^) = ?(o) — ?(/x) =r - ^ 9(1). 

L'équation (5) subsistera donc lorsqu'on y changera (x en — jx. En 
d'autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
négatives de la variable a;, 

(6) cp(x) = ar9(i). 

Il suit de la formule (6) que toute fonction 9(^) qui, demeurant 
continue entre des linlites quelconques de la variable, vérifie l'équa- 
tion (i), est nécessairement de* la forme 

(7) 9(j7)=:aj-, 

a désignant une quantité constante. J'ajoute que la fonction aj? jouira 
des propriétés énoncées, quelle que soit la valeur de la constante a. 
En effet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la va- 
riable a:, fonction continue de la variable, et, de plus, la supposi- 
tion ?(^) = ax change l'équation (i) en cette autre 

a(»r 4-y) =^ ax 4- ay^ 

laquelle est évidemment toujours identique. La formule (7) fournit 
donc une solution de la question proposée, quelle que soit la valeur 
attribuée à la constante a. La faculté que l'on a de choisir arbitraire- 
ment cette constante lui a fait donner le nom de constante arbitraire. 

Problême IL — Déterminer la fonction ç(^) de manière quelle reste 
continue entre deux limites réelles quelconques de la variable a?, et que 
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l'on ait pour toutes les valeurs nielles des variables x et y 

(2) ?(^-t-/)==9(^)?(7)- 

Solution. — Il est d'abord facile de s'assurer que la fonction 9(0;), 
assujettie à vérifier l'équation (2), n'admet que des valeurs positives; 
et, en effet, si dans l'équation (2) on fait y =^oc, on trouvera 

puis on en conclura, en écrivant ^x au lieu de x^ 

La fonction ?(^) est donc toujours équivalente à un carré, par consé- 
quent toujours positive. Cela posé, concevons que dans l'équation (2) 
on remplace successivement j par j -j- 5, z par s -j- m, . . . , on en tirera 

quel que soit le nombre des variables a?, j, 5, w, . . . . Si, de plus, on 
désigne par m ce même nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fasse 

la formule que l'on vient de trouver deviendra 

(p(ma)=:[<p(a)]'«. 

Pour étendre cette dernière formule au cas où le nombre entier m 
se trouve remplacé par un nombre fractionnaire — > ou même par un 
nombre quelconque (x, on fera, en premier lieu, 

6 = — a, 
n 

metn désignant deux nombres entiers, et l'on en conclura 

[(p( 6 )]»=[,> («)]», 



102 COURS D'ANALYSE. 

puis, en supposant que la fraction — varie de naanière à converger 
vers un nombre quelconque [x, et passant aux limites, on trouvera 

Si maintenant on prend a = i, on aura pour toutes les valeurs posi- 
tives de (JL 

(8) (p(^)z=:[(p(i)p 

et, par suite, en faisant converger (x vers la limite zéro, 

?(o) = i. 

D'ailleurs, si dans Téquation (2) on pose j? = [x, j =î — [x, on en con- 
clura 

L*équation (8) subsistera donc lorsqu'on y changera (x en — [x. En 
d'autres termes, on aura pour des valeur^ quelconques positives ou 
négatives de la variable x 

(9)' ?(^) = [9(0]'. 

Il suit de l'équation (9) que toute fonction ?(^) propre à résoudre le 
second problème est nécessairement de la forme 

(10) <p(x) = A', 

A désignant une constante positive. J'ajoute qu'on peut attribuer h 
cette constante une valeur quelconque entre les limites o et 00. En 
effet, pour toute valeur positive de A, la fonction A"^ reste continue 
depuis j; = — 00 jusqu'à a? = -4- oo, et l'équation 

est identique. La quantité A est donc une constante arbitraire qui 
n'admet que des valeurs positives. 
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Nota. — On pourrait arriver très simplement à l'équation (9) de la 
manière suivante. 

Si Ton prend les logarithmes des deux membres de l'équation (2) 
dans un système quelconque, on trouvera 

L <p(x 4-7) = L 9(j:) -h L<p(j); 

et Ton en conclura {voir le problème I) 

L9(x)=i^L9(i), 
puis» en repassant des logarithmes aux nombres 

9(07) = [9(1)]'. 

Problème III. — Déterminer la fonction ^{x) de manière qu elle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable a?, et que 
l'on ait pour toutes les valeurs positives des variables xety 

(3) 9(j:-j) = 9(j')-h9(j). 

Solution. — Il serait facile d'appliquer à la solution du problème III 
une méthode semblable à celle que nous avons employée pour résoudre 
le premier; mais on arrive plus promptement à la solution cherchée 
en mettant l'équation (3), ainsi qu'on va le faire, sous une forme 
analogue à celle de l'équation (f). 

Si l'on désigne par A un nombre quelconque et par L la caractéris- 
tique des logarithmes dans le système dont la base est A, on aura, 
pour toutes les valeurs positives des variables x et y, 

X — \^^, y — k^y\ 
en sorte que l'équation (3) deviendra 

9(A«'r+«'^) = 9(A«'') -+- 9(A«'^). 

Comme, dans cette dernière formule, les quantités variables La?, Ly 
admettent des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte 
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qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x 
et y 

On en conclura [twrle problème I, équal. (6)] 

(p(A')=a-9(A») = jro(A) 

et, par suite, 

9(A*'')=io(A)La:, 

ou, ce qui revient au même, 

(il) 9(x) = 9(A)L^. 

Il suit de la formule (i i) que toute fonction o{x), propre à résoudre 
le problème 111, est nécessairement de la forme 

(12) c^{x):=LaL{x)^ 

a désignant une constante. II est d'ailleurs aisé de s'assurer : i^ que la 
constante a demeure entièrement arbitraire,. 2° que, en choisissant 
convenablement le nombre A, qui est lui-même arbitraire, on peut la 
réduire à l'unité. 

Problème IV. — Déterminer la fonction (^{x) de manière qu elle reste 
continue entre deux limites positi{>es quelconques de la variable x et que 
Von aitf pour toutes les valeurs positives des variables x et y, 

(4) ?(^7) = ?(^)9(7)- 

Solution. — Il serait facile d'appliquer à la solution du problème IV 
une méthode semblable à celle que nous avons employée pour résoudre 
le second. Mais on arrivera plus promptement à la solution cherchée, 
si l'on observe que, en désignant par L la caractéristique des loga- 
rithmes dans le système dont la base est A, on peut mettre l'équation (4) 
sous la forme 

Comme, dans cette dernière équation, les quantités variables L(a;), 
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L(y) admetlront des valeurs quelconques positives ou négatives, il 
en résulte qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des va- 
riables X et j, 

ç(A-*')^9(A»)9CA'). 

Un en conclura [ttoir le problème II, équat. (9)] 

<p(A')^[9{A)]' 

et, par suite, . 

?(A'-')^[y(A}]'-=j:'-fi*'. 

ou, ce qui revient au même, 

{i3) 9(^') = x'-ïi*', 

Il résulte de l'équation (i3) que toute fonction f(x), propre à ré- 
soudre le problème IV, est nécessairement de la forme 

(lit) ç(x)=.x-. 

a désignant une constante. Il est d'ailleurs aisé de s'assurer que cette 
constante doit demeurer entièrement arbitraire. 

Les quatre valeurs de ^(x) qui satisfont respectivement aux équa- 
tions (i), (2), (3), (4), savoir 

ax. A', aLx, x", 

ont cela de commun, que chacune d'elles renferme une constante arbi- 
traire a ou A. On doit en conclure qu'il y a une grande différence entre 
les questions où il s'agit de calculer les valeurs inconnues de certaines . 
quantités et les questions dans lesquelles on se propose de découvrir 
la nature inconnue de certaines fonctions d'après des propriétés don- 
nées. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantités inconnues 
se trouvent finalement exprimées par le moyen d'autres quantités con- 
nues et déterminées, tandis que dans le second cas les fonctions incon- 
nues peuvent, comme on le voit ici, admettre dans leur expression des 
constantes arbitraires. 

OEufr» de C. — S. Il, t. Ut. l4 
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§ II. — Recherche d' une fonction continue formée de telle manière que, 
en multipliant deux semblables fonctions de quantités variables et dou- 
blant le produit y on trouve un résultat égal à celui qu'on obtiendrait 
en ajoutant les fonctions semblables de la somme et de la différence 
de ces variables. 

Dans chacun des problèmes du paragraphe précédent, Inéquation à 
résoudre renfermait, avec la fonction inconnue ç(ir), deux autres 
fonctions semblables, savoir, <^{y) et ç(^ -i-y) ou ^{xy). Nous allons 
maintenant nous proposer un nouveau problème du même genre, mais 
dans lequel l'équation de condition, que la fonction ^{x) doit vérifier, 
renferme quatre fonctions semblables au lieu de trois. Voici en quoi il 
consiste : 

Problème. — Déterminer la fonction ^{x) de manière quelle reste 
continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x^ et que 
Von ait, pour toutes les valeurs réelles des variables x et y, 

(i) ?(/-Hx)-i-9(7 — ^)--:2<p(jr)(p(^). 

Solution. — Si dans Téquation (f) on fait a* = o, on en tirera 

9(0) — I. 

La fonction ^(x) se réduit donc à Tunité, pour la valeur particulière 
x = o, et, puisqu'on la suppose continue entre des limites quelconques, 
il est clair qu'elle sera, dans le voisinage de cette valeur particulière, 
très peu différente de l'unité, par conséquent positive. On pourra 
donc, en désignant par a un nombre très petit, choisir ce nombre de 
telle manière que la fonction ^{x) reste constamment positive entre 
les limites 

Cela posé, il arrivera de deux choses l'une : ou la valeur positive de 
ç(a) sera comprise entre les limites o et i, ou cette valeur sera supé- 
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figure à l'unité. Nous allons examiner successivement ces deux hypo- 
thèses. 

Concevons d'abord que ç (a) ait une valeur comprise entre les limites 
o et I. On pourra représenter cette valeur par le cosinus d'un certain 
arc6 penlermé entre les limites o, -, et poser en conséquence 

y (a) ^cos9. 

De plus, si, dans l'équation (i) mise sous la forme 

on fait successivement 

x=a, y - a. 



on en déduira l'une après l'autre les formules 

ç(2a) = acos'9 — ii^cosaô, 

<p(3ii() — acos9cosae— cos9 "COs39, 
ç(4a) = acos6cos30 — cosaâ — cos49, 

et en général, m désignant un nombre entier quelconque, 

<j)(ma) = aco9Ôcos(/n — i)ô — cos(m — a)9 — cosm9. 

J'ajoute que la formule 

(f(ma) = cosmQ 

subsistera encore, si l'on y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion ou même par un nombre quelconque \l. C'est ce que l'on prouvera 
facilement, ainsi qu'il suit. 

Si dans l'équation (i) on fait 37= -o, j= -a, on en tirera 



K^)]' 



pois, en extrayant les racines positives des deux membres et ubser- 
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vant que les deux fonctions <^{cc), coso? restent positives, la première 
entre les limites a? = o, a: = a, la seconde entre les limites a? = o, 
j: = 6, on trouvera 

?Q«)==cosi0. 

De même, si dans Téquation (i) on fait 






on en tirera 



puis, en extrayant départ et d'autre les racines positives. 

Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 



et en général, n désignant un nombre entier quelconque. 

Si Ton opère sur la valeur précédente de ç ( ~ a j pour en déduire celle 
de ?( ~^aj, comme on a opéré sur la valeur de <p(a) pour en déduire 
celle de ç(/wa), on trouvera 

fni\ m 



puis, en supposant que la fraction — varie de manière à s'approcher 
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indéfiniment du nombre (x, et passant aux limites, on obtiendra l'é- 
quation 

(2) (p(jtjia) — cosjjL^. 

De plus, si dans la formule (i) on fait 

x — ixa, y = o, 
on en conclura 

9(— |jLa)=: [519(0) — i] 9 (|ia) = cos^ôi=;cos(— |i9). 

L'équation (2) subsistera donc lorsqu'on y remplacera (x par — [x. En 
d'autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
négatives de la variable x, 

(3) 9(aa:) = cosôwF. 

Si dans cette dernière formule on change a? en -> elle donnera 

(4) 9 («2?) = cos- x=z cos ( xy 

La valeur précédente de ç(^) est relative au cas où la quantité posi- 
tive 9(a) reste comprise entre les limites o et i. Supposons mainte- 
nant cette même quantité supérieure à l'unité. 11 est facile de voir que, 
dans cette seconde hypothèse, on pourra satisfaire par une valeur posi- 
tive de r à l'équation 

9(«) = l(r + i;y 

11 suffira, en effet, de prendre 

r=:(p(a)-f- |[9(a)]«-ij*. 

Cela posé, si dans l'équation (i) on fait successivement 



a: nr a, 


7 -a, 


X — a, 


7 — 2a, 


X a, 
t 


/ — 3a, 
» 
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on en déduira l'une après l'autre les formules 

♦'••*« • • • f 

et en général, m désignant un nombre entier quelconque. 

J'ajoute que la formule 

subsistera encore, si Ton y remplace le nombre entier m par une frac- 
tion, ou même par un nombre quelconque tx. C'est ce que Ton prou- 
vera facilement, ainsi qu'il suit. 

Si dans l'équation (i) on fait 0?= - a, j= -a, on en tirera 

puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et en ob- 
servant que la fonction 9(0?) reste positive entre les limites a? = o, 
a: =r a, on trouvera 

,(:.) = ;(.*.,-♦). 

De même, si dans l'équation (i) on fait 
on en tirera 
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puis, PU extrayant de part et d'autre les racines positives. 



,(i.)=i(.i..-»). 



Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
formules 

et en général, n désignant un nombre entier quelconque, 

Si l'on opère sur la valeur précédente de çl — a], pour en déduire 
celle de sf — aj, comme on a opéré sur la valeur de 9(a). pour en 
déduire celle f(mii), on trouvera 



K?-)=i(^^--)^ 



puis, en supposant que la fraction — varie de manière à s'approcher 
indéfiniment du nombre [t, et passant aux limites, on obtiendra l'équa- 
tion 

De plus, si dans la formule (i) on fait 
on en conclura 



112 COURS D'ANALYSE. 

L'équation (5) subsistera donc, lorsqu'on y remplacera |x par — (i. En 
d'autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
néfçalivc's de la variable x, 

(6) 9(ax)=i(r'-f-r-'). 

/in 

Si dans cette dernière formule on change x en -> elle donnera 

(7) (p(x) = i(/-S+r"«). 

Lorsqu'on fait, dans l'équation (4), ± - =a, et, dans l'équation (7), 

r *=A, ces équations prennent respectivement les formes sui- 
vantes : 

(8) 9(j?) =: cosax, 

(9) ?(x)=:l(A*-+-A-'). 

Si donc l'on désigne par a une quantité constante, et par A un 
nombre constant, toute fonction ?(^) qui, demeurant continue entre 
des limites quelconques de la variable, vérifiera l'équation (i), sera 
nécessairement comprise sous l'une des deux formes qu'on vient do 
rapporter. Il est d'ailleurs facile de s'assurer que les valeurs de ?(^) 
fournies par les équations (8) et (9) résolvent la question proposée, 
quelles que soient les valeurs attribuées à la quantité a et au nombre A. 
Ce nombre et cette quantité sont donc deux constantes arbitraires, 
dont l'une ne peut admettre que des valeurs positives. 
D'après ce qu'on vient de dire, les deux fonctions 

cosajT, -(A' -h A-*) 
a 

ont la propriété commune de satisfaire a l'équation (1), ce qui établit 
entre elles une analogie remarquable. L'une et l'autre de ces deux 
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fonctions se réduisent encore à i'unîlé pour x = o. Mais uao diffé- 
rence essentielle entre la première et la »econtle, c'est que la valeur 
numérique de la première est constamment au-dessous de la limite i, 
lorsqu'elle n'atteint pas cette limite; tandis que, dans la même hy- 
pothèse, la valeur numérique de la seconde est cimsfamment au- 
dessus. 



Mrf«C -s.u.t.iu. 
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CHAPITRE VI. 

DES SÊRIKS CONV£RGE!<iTBS ET DITEKGÉNTES. RÈGLES St'R LÀ CONVERGENCE DES SÉRIES. 

SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES CONVERGENTES. 



§ I. — Considérations générales sur les séries. 
On appelle série une suite indéfinie de quantités 

Wq, £<|, Wj, //j, . . . 

qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quan- 
tités elles-mêmes sont les différents termes de la série que Ton consi- 
dère. Soit 

S„ =^ //o -4- //i -f- Wî 4- . . . 4- U„-i 

la somme des n premiers termes, n désignant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s„ 
s'approche indéfiniment d'une certaine limite s, la série sera dite con- 
i^ergente, et la limite en question s'appellera la somme delà série. Au 
contraire, si, tandis que n croit indéfiniment, la somme s^ ne s'ap- 
proche d'aucune limite fixe, la série sera divergente et n'aura plus de 
somme. Dans l'un et l'autre cas, le terme qui correspond à l'indice /?, 
savoir u^, sera ce qu'on nomme le terme général. 11 suffît que Ton 
donne ce terme général en fonction de l'indice n, pour que la série soit 
complètement déterminée. 

L'une des séries les plus simples est la progression géométrique 

qui a pour terme général af\ c'est-à-dire la puissance /i'*'"'*' de la quan- 
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tité oî. Si dans cette série on fait la somme des n premiers termes, on 
trouvera 



I 4- ^ -t- J?* -H . . . -f- J?" ~* = 



X'' 



i — .r I — jc^ 



et, comme pour des valeurs croissantes de /i, la valeur nugiérique de 

la fraction converge vers la limite zéro, ou croît au delà de toute 

limite, suivant qu'on suppose la valeur numérique de x inférieure ou 
supérieure à l'unité, on doit conclure que, dans la première hypothèse, 
la progression 

I , «X • ûi' f <X' , • • • 

est une série convergente qui a pour somme 1 tandis que, dans la 

seconde hypothèse, la même progression est une série divergente qui 
n'a plus de somme. 

D'après les principes ci-dessus établis, pour que la série 

soit convergente, il est nécessaire et il suffit que des valeurs crois- 
santes de n fassent converger indéfiniment la somme 

.v„ HZ Wo H- W j -h f/. H- . . . -h //„_ ^ 

vers une limite fixe 5; en d'autres termes, il est nécessaire et il suffît 
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes 

diffèrent de la limite 5, et par conséquent entre elles, de quantités infi- 
niment petites. D'ailleurs, les différences successives entre la première 
somme s,, et chacune des suivantes sont respectivement déterminées 
par les équations 

■^/H-î — «^n ^= ^n-^ ^n-^y 



Donc, pour que la série (1) soit convergente, il est d'abord nécessaire 
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que le terme général w„ décroisse indéfiniment, tandis que n augmente ; 
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va- 
leurs croissantes de /i, les diff*érentes sommes 






c'est-à-dire les sommes des quantités 



''/l> ''«H-l» ^/l-t-l» 



prises, à partir de la première, en tel nombre que l'on voudra, finis- 
sent par obtenir constamment des valeurs numériques inférieures à 
toute limite assignable. Réciproquement, lorsque ces diverses condi- 
tions sont remplies, la convergence de la série est assurée. 
Prenons pour exemple la progression géométrique 

Si la valeur numérique de x est supérieure à Tunité, celle du terme 
général a/' croîtra indéfiniment avec w, et cette seule remarque suffira 
pour constater la divergence de la série. La série sera encore diver- 
gente si Ton suppose »r -- ±: i, parce qu'alors la valeur numérique du 
terme général or", se réduisant à l'unité, ne décroîtra pas indéfiniment 
pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numérique de x 
est inférieure à l'unité, les sommes des termes de la série pris à partir 
de oc" en tel nombre que l'on voudra, savoir : 



jr\ 



^« _l_ x*^-^^ =. x" 



I — X* 

— — > 

J — JC 



x'*- -4- J7'*"*-* ^ x'^'^^ — x" - 



I — .r' 

y 

I — JC 



se trouvant toutes comprises entre les limites 



x" 
x", 

I — X 
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chacune d'elles deviendra Jntîninient petite pour des valeurs de n 
intîniment grandes; et par suite la série sera convergente, ce que l'on 
savait déjà. 
Prenons pour second exemple la série numérique 

w ■■ 5- V {■ • • -n- ïir 

Le terme général de cette série, savoir > décroit indéfiniment à 

mesure que n augmente, et cependant la série n'est pas convergente ; 

car la somme faite du terme et de ceux qui le suivent jusqu'au 

terme — inclusivement, savoir 



reste constamment supérieure, quel que soit n. au produit 



et par suite cette somme ne décroit pas indéliniment pour des valeurs 
croissantes dff 71, ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente. 
Ajoutons que, si l'on désigne par f„ la somme des n premiers termes 
de la série (3), et par i"' la plus haute puissance de i renfermée dans 
« -h I . on trouvera t.-, . ,. 

Il I I /i i\ 

et, a fortiori. 



On en conclura que la somme s„ croit indéfiniment avec le nombre 
entier m, et par conséquent avec n, ce qui est une nouvelle preuve 
de la divergence de la série. 
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Considérons encore la série numérique 



//^ III 

{^) I , ~y — - > — ri > • • • » 



I 1.2 1.2.5 l ,2.6. . .n 



Les termes de cette série, qui occupent un rang supérieur à n, savoir 



! 



1 . 2 . 3 . . . /i ! . 2 . 3 . . . /< ( /^ H- I ) 1 . 2 . 3 . . . /* ( /^ -h I ) ( /i -h 2 ) 

seront respectivement inférieurs aux termes correspondants de la pro- 
gression géométrique 

I I I I I 

i.2.3.../i i.2.3.../i /^ 1 .2.3. . ./i /i^ 

Par suite, la somme des premiers termes pris en tel nombre que Ton 
voudra sera toujours inférieure k la somme des termes correspondants 
de la progression géométrique, qui est une série convergente, et à 
plus forte raison, à la somme de cette progression, c'est-à-dire à 



I i i 



1 . 2 . 3 . . . /^ I 1 . 2 . 3 . . . ( /i — i) n — i 

I 

n 

Comme cette dernière somme décroit indéfiniment à mesure que n 
augmente, il en résulte que la série (4) est elle-même convergente. On 
est convenu •de désigner par la lettre e la somme de cette série. En 
ajoutant les n premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchée 
du nombre e, 

III ' I 

j _i 1 ^ 



l 1.2 J.2.3 *' 1.2.3. ..(/I — j)' 

et, d'après ce qu'on vient de dire, l'erreur commise sera inférieure au 
produit du n**^*"*^ terme par _ - Ainsi, par exemple, si l'on suppose 
/î = 1 1 , on trouvera pour la valeur approchée de e 

(5) e Tzz 2,7182818. . . ; 

et Terreur commise dans cette hypothèse sera inférieure au produit 
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de la fraction â—r- =-* — s par — » c'est-à-dire à ozJo— > en 

sorte qu'elle n'altérera pas la septième décimale. 

Le nombre e, déterminé comme on vient de le dire, sera souvent 
employé dans la sommation des suites et dans le Calcul intînilésimal. 
Les logarithmes pris dans le système qui a ce nombre pour base s'ap- 
pellent népériens, du nom de Néper, inventeur des logarithmes, ou 
hyperboliques, parce qu'ils servent a mesurer les diverses parties de 
l'aire comprise entre l'hyperbole équilatère et ses asymptotes. 

On injlique généralement la somme d'une série convergente par la 
somme de ses premiers termes suivie de [loints. Ainsi, lorsque la série 



est convergente, la somme de celte série est représentée par 

«,+ «, + «,+ «, + — 

En vertu de cette convention, la valeur du nombre « se trouvera déter- 
minée par l'équation 

et, si l'on considère la progression géométrique 

on aura, pour des valeurs numériques de x inférieures à l'unité, 

(7) H-J- + j:'-t-j:» + ...= ^^— ■ 

La série 

«0. «1. «1, Hl, . . . 

étant supposée convergente, si l'on désigne sa somme par s, et par s„ 
la somme de ses n premiers termes, on trouvera 

* = «0+ «1+ H, + . . .-t- «n_|-(- ltn-\- M„^.i + . . . — .î„+ K„ + rt„+| +. . . 

et, par suite. 
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De cette dernière équation, il résuite que les quantités 



^/M ''/l-»-|> "/H-î» 



formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équiva- 
lente ks — s„. Si Ton représente cette même somme par r^, on aura 



• • 



5 — 5/1 , f'ff 

et r^ sera ce qu'on appelle le reste de la série (i) à partir du 
//'**~* terme. 

Lorsque, les termes de la série (i) renfermant une même variable x, 
cette série est convergente, et ses différents termes fonctions conti- 
nues de X, dans le voisinage d'une valeur particulière attribuée à 
cette variable, 



•/M 



/•« el s 



sont encore trois fonctions de la variable x^ dont la première est évi- 
demment continue par rapport à x dans le voisinage de la valeur par- 
ticulière dont il s'agit. Cela posé, considérons les accroissements que 
reçoivent ces trois fonctions, lorsqu'on fait croître x d'une quantité 
infiniment petite a. L'accroissement de s^ sera, pour toutes les valeurs 
possibles de n, une quantité infiniment petite; et celui de r„ deviendra 
insensible en même temps que r„, si l'on attribue k n une valeur très 
considérable. Par suite, l'accroissement de la fonction s ne pourra 
être qu'une quantité infiniment petite. De cette remarque on déduit 
iminédiatement la proposition suivante : 

Théorème I. — Lorsque les différents termes de la série (i) sont des 
fonctions d'une même variable x^ continues par rapport à cette variable 
dans le voisinage d'une valeur particulière pour laquelle la série est con- 
vergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage de cette valeur 
particulière, fonction continue de x. 

En vertu de ce théorème, la somme de la série (2) devra rester 
fonction continue de la variable x, entre les limites x =: — i, x = 1; 



> 
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ce qu'on peut vérifier k Tinspection de la valeur de s donnée par 

l'équation 

I 



I — ÛT 



§ II. — Des séries dont tous les termes sont positifs. 
Lorsque la série 

(l) ilçf lify ilfy •••9 Un* ••• 

a tous ses termes positifs, on peut ordinairement décider si elle est 
convergente ou divergente, à l'aide du théorème suivant : 

Théorème I . — Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge, 

tandis que n croît indéfiniment, l'expression (u^y^ et désignez par k la 
plus grande de ces limites, ou, en d'autres termes, la limite des plus 
grandes valeurs de l'expression dont U s'agit. La série (i) sera conver- 
gente si Von a k<^\^et divergente si l'on ak^i. 

Démonstration. — Supposons d'abord k<^i, et choisissons à volonté 

entre les deux nombres i et ^ un troisième nombre U, en sorte qu'on 

ait 

^<U<i. 

n venant à croître au delà de toute limite assignable, les plus grandes 

valeurs de (u^Y ne pourront s'approcher indéfiniment de la limite k, 
sans finir par être constamment inférieures à U. Par suite, il sera pos- 
sible d'attribuer au nombre entier n une valeur assez considérable 
pour que, /i obtenant cette même valeur ou une valeur plus grande 
encore, on ait constamment 

i 

{ur<u, i/„<u«. 

Il en résulte que les termes de la série 

I/o, Ui, Uf, ..., Un-i-if U^^^f ... 
QEupreê de 6\ — S. U, t. III. l6 
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finiront par être toujours inférieurs aux termes correspondants de la 
profj;ression géométrique 

tf ^ t ^9 ' ' ' 9 ^'9 ^^ f ^^ 9 ***9 

et, comme cette progression est convergente (à cause de U<i), on 
peut, de la remarque précédente, conclure a fortiori h convergence 
do la série (i). 

Supposons, en second lieu, A > i , et plaçons encore entre les deux 
nombres i et * un troisième nombre U, en sorte qu'on ait 

A>r>i. 

Si n vient à croître au delà de toute limite, les plus grandes valeurs 

de (W;,)", en s'approcbant indéfiniment de k, finiront par devenir 
supérieures à U. On pourra donc satisfaire à la condition 

ou, ce qui revient au même, à la suivante 

Un > u^ 

par des valeurs de n aussi considérables que Ton voudra; et par suite, 
on trouvera dans la série 

Wo, Wt9 '^19 •••9 U^f Uf^^^f Un^t* ••• 

un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes correspondants 
de la progression géométrique 

Comme cette progression est divergente (à cause de U > i), et qu'en 
conséquence ses différents termes croissent à l'infini, la remarque 
que l'on vient de faire suffira pour établir la divergence de la série (i). 
Dans un grand nombre de circonstances, on peut déterminer la 
valeur de la quantité k à l'aide du théorème IV (Chap. II, § 111). En 
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effet, en vertu de ce théorème, toutes les fois que le rapport -^^ con- 

vergera vers une limite fixe, cette limite sera précisément la valeur 
de k. On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Théorème II. — Si, pour des valeurs croissantes de n^le rapport 



u 



n-4-t 



Un 



converge vers une limite fixe A, la série (i) sera convergente toutes les fois 
que l'on aura k<^i, et divergente toutes les fois que l'on aura A > i . 

Concevons, par exemple, que l'on considère la série 



III 1 

I _ , — ■ , 5 , • • • > 5 y 

I I .a 1.2.0 1 .3.0. . ./I 



. . • î 



on trouvera 



u„^x 1.2.3. ../i I , I 



Un I .2.0. . ./l(/l 4- l) n -t- I 00 

et par conséquent la série sera convergente, ce que l'on savait déjà. 

Le premier des deux théorèmes qu'on vient d'établir ne laisse d'in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d'une série. dont tous 
les termes sont positifs, que dans le cas particulier où la quantité 
représentée par k devient égale à l'unité. Dans ce cas particulier, il 
n'est pas toujours facile de décider la question. Toutefois, nous allons 
démontrer ici deux nouvelles propositions à l'aide desquelles on peut 
souvent y parvenir. 

Théorème III. — Lorsque, dans la série (i), chaque terme est inférieur 
à celui qui le précède , cette série et la suivante 

(2) //o, 2<ii, [\Uiy 81/7, l6^ll|, ... 

sont en même temps convergentes ou divergentes. 

Démonstration. — Supposons d'abord la série (i) convergente, et 
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désignons sa somme par f. On aura 

8 1/7 < a 1/4 -h a li, -h a i/| 4- î» W7f 



et par suite la somme des termes de la série (2), pris en tel nombre 
que l'on voudra, sera inférieure à 

Il en résulte que la série (2) sera convergente. 

Supposons, en second lieu, la série (i) divergente. La somme de 
ses termes, pris en très grand nombre, finira par surpasser toute limite 
assignable; et, comme on aura 

a «t > w'i -h II,, 

4Wj> l/| -h "4 -H «'l -»- "«> 

8 II, > 1/7 -h l/| -+- £/,-+- «lo-h Wu-h W|t-t- «'ii-H "i*» 



on devra conclure que la somme des quantités 

Mo, awi, 4«i, 8117, ..., 

prises en très grand nombre, finit elle-même par devenir supérieure à 
toute quantité donnée. La série (2) sera donc alors divergente, jeon- 
formément au théorème énoncé. 

Corollaire. — Si pour la série (i) on prend la suivante 

(^) h ^^ 3^» ^> •••» 

[k désignant une quantité quelconque, la série (2) deviendra 

I, a»-^ 4«-i*, 8*-^ .... 
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Cette dernière est une progression géométrique, convergente lors- 
qu'on suppose [i.>i, et divergente dans le cas contraire. Par suite, 
la série (3) sera elle-même convergente si jx est un nombre supérieur 
à l'unité, et divergente si l'on a {i.=:i ou [i.<i. Par exemple, des 
trois séries 

(4) '. -^y 3î' ^> •••> 

/ex I ï I 

(5) I, -, 3, ^, ..., 



(^) '» 4^ 



T> "T» 



î ^ï /.ï 



3* 4' 

la première sera convergente et les deux autres divergentes. 

Théorème IV. — Supposons que l'on désigne par L la caracténstique des 
logarithmes dans un système quelconque^ et que, pour des valeurs crois- 
santés de n^ le rapport 

L(Un) 



a) 



converge vers une limite finie h. La série (i) sera convergente si Von a 
A > I , e/ divergente si l'on a h<^\. 

Démonstration. — • Supposons d'abord A>i, et choisissons à volonté 

entre les deux quantités i et h une troisième quantité a, en sorte qu'on 

ait 

/i > a > I . 



Le rapport ^^"l j ou son éffal 



L(n) 



finira par être, pour de très grandes valeurs de n, constamment supé- 
rieur à la quantité a. En d'autres termes, n venant à croître au delà 
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d'une certaine limite, on aura toujours 



(i) 



>a 



L(n) 

OU, ce qui revient au même, 

l(J-)>«L(«). 
et, par suite. 



I 


I 


— >/l^ 


"«<-ïï 


i^n 


/l** 



Il en résulte que les termes de la série (i) finiront par être constam- 
ment inférieurs aux termes correspondants de la suivante 



III I 

N r:; » ôt. » m y • • • ' r:; > 



a" 3** 4« /i« (/^-M)'' 

et, comme cette dernière sera convergente (à cause de a>,i), on 
pourra de la remarque précédente conclure a fortiori la convergence de 
la série (i). 

Supposons, en second lieu, A <; i, et plaçons encore entre les quan- 
tités 1 et h une troisième quantité a, en sorte qu*on ait 

A < a < I. 
On finira par avoir constamment, pour de très grandes valeurs de /i. 



\^n) 



<a 



L{n) 

ou, ce qui revient au même, 

L(^)<aL(«). 

et, par suite. 



1 „ I 

Un n^ 



Il en résulte que les termes de la série (i) finiront par être constam- 
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ment supérieurs aux termes correspondants de la suivante 



III I I 



■ • • 



2«' 3«' i**' ' /i^' (/n-iT' ' 

et, comme cette dernière sera divergente (à cause de a<C i), on pourra 
de la remarque qu'on vient de faire conclure a fortiori la divergence 
de la série (i). 

Étant données deux séries convergentes dont tous les termes sont 
positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces mêmes termes, former 
une nouvelle série dont la somme résulte de l'addition ou de la multi- 
plication des sommes des deux premières. Nous établirons à ce sujet 
les deux théorèmes suivants : 

Théorème V. — Soient 

(7) 

' «^0» ^i^ ^u ...» ^«. ... 

deux séries convergentes, gui, uniquement composées de termes positifs^ 
aient respectivement pour sommes s et s' : 

(8) «/o-*-*'o. "iH-*^> «i-+-^^î., ..., "«-^»'/i* ... 

sera une nouvelle série convergente, gui aura pour somme s -h s\ 
Démonstration. — Si Ton fait 

Sa=^ Mo -h W, H- Wj-h. . .-h Wrt_,, 
*'/t == ^0 -H i't -^ ^î -+-. . . -^ Vn-i, 

s„ eis„ convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes de /^, 
vers les limites s et s\ Par suite, s^-hs^, c'est-à-dire la somme des 
n premiers termes de la série (8), convergera vers la limite 5 n- s\ ce 
qui suffît pour établir le théorème énoncé. 

Théorème VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, 

(9) ' 



. . . , Wo ^/i -+- tt| Vn-i -i- . . . 4- W«-i »'i -h Un Vq, . . . 

sera une nouvelle série convergente, gui aura pour somme ss\ 
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Démonstration. — Soient toujours s^^ $^ les sommes des n premiers 
termes des deux séries (7), et désignons en outre par f^ la somme des 
n premiers termes de la série (9). Si Ton représente par m le plus 

grand nombre entier compris dans — ^^, c*est-à-dire — ~— lorsque n 
est impair, et — ^— dans le cas contraire, on aura évidemment 



et 

OU, en d'autres termes. 

Concevons maintenant que Ton fasse croître n au delà de toute limite. 
Le nombre 

n — ¥ -^ ^ 

m := 

1 

croîtra lui-même indéfiniment, et les deux sommes ^;„ ^;„^., converge- 
ront vers la limite 5, tandis que s^ et /^^, convergeront vers la limite s' . 
Par suite, les deux produits ^^5),, s^^^s^^^ et la somme s"^ comprise 
entre ces deux produits convergeront vers la limite ss\ ce qui suffit 
pour établir le théorème VI. 

§ III. — Des séries qui renferment des termes vositifs 

et des termes négatifs. 

Supposons que la série 

(l) Wç, Uyy Mj, ..., Wrt, ... 



se compose de termes, tantôt positifs, tantôt négatifs, et soient respec- 
tivement 



(a) Po. Pif Pi> 



> K/lï 
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]r>s viitours numérique!* de ct>s mêmes termes, en sorte qu'on ail 

La valeur numérique de la somme 

ii„-h «I + u, + . ..-t- u„_i 
ne pouvant jamais surpasser 

il en résulte que la converfçence de la série (:>) enlraineni toi 
relie de la série (i). On doit ajouter que la série (i } sera diver}j;ei 
quelques lermes de la série (2) finissent par eroilre au delii di' 
limite assignable. Ce dernier cas se présente lorsque les plus gt 

valeurs de (p„)" ronvergent, pour des valeurs croissantes de « 
une limite supérieure à l'unité. Au conlraire, lorsque celte 
devient inférieure à l'unité, la série (2) est toujours convergen 
peut, en conséquence, énoncer le théorème suivanl : 

TiiËonËME I. — S(»t p„ la t'a/eur numérique du terme général 11, 
série (1), el désignons par k la limite vers laquelle convergent, 

que n croU indéfiniment, les plus grandes trieurs de l'expression 
La série (i) sera convergente si l'on a k<Ct, et divergente si , 

Lorsque la fraction £^^. c'est-à-dire la valeur numérique du n 
-"- . convergera vers une limile fixe, cette limite sera, en vei 
théorème IV (Chap. Il, § III), la valeur cherchée de i. Cette rem 
conduit à la proposition que je vais écrire : 

TiiÉORËliF. IL — Si, pour des valeurs cnnssanles de n, la valeur 
rique du rapport 



amverge vers une limite fixe k, la série ( i ) sera convergente toutes 1 
que l'on aura k<Ci, et divergente toutes les /ois que l'on aura X\> 

OEarrfide C. — S. II. l. Ul 1? 
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Par exemple, si l'on considère la série 



on trouvera 



I I I 

I , ) H y — 7y y 4- . . . , 

I 1.2 \ ,1.6 



— — i^ rr- , A"— — =o; 

Un n 4- 1 00 



d'où il résulte que la série sera convergente. 

Le premier des deux théorèmes qu'on vient d'établir ne laisse d'in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d'une série que dans le 
cas particulier où la quantité représentée par k devient égale à l'unité. 
Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergence 
de la série proposée, soit en s'assurant que les valeurs numériques de 
ses diflerents termes forment une série convergente, soit en ayant égard 
au théorème suivant : 

Théorème III. — Si dans la série {i) la valeur numérique du terme 
général u^ décroît constamment et indéfiniment^ pour des valeurs crois- 
santes de 72, si de plus les différents termes sont alternatis^ement positifs et 
négatifs, la série sera convergente. 

Considérons, par exemple, la série 

2 3 4 /i /^ 4- 1 

La somme des termes dont le rang surpasse /t, si on les suppose pris en 
nombre égal à m, sera 

±:^_! '—^-1 L.^...±_Î_V 

\ /i -H I /* 4- a /* -h 3 /i 4- 4 n -h mj 

Or la valeur numérique de cette somme, savoir 
I II I ,1 

' -\- — -H . . itz 

/i 4- I /i 4- i /i 4- 3 /i 4- 4 n -h m 

= _'_ _ f _' L_\ /.J ■. _>| _ 

/i 4- I \/i 4- 2 /^4-3/ \/<4-4 n^-ôj 
"~\/l-i-l /i4-2/ \/i4-3 '^^4/ \/i4^ /r4^6/ **'. 
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étant évidemment comprise entre 



décroîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, quoi que 
soit m, ce qui suffit pour établir la convergence de la série proposée. 
Les mêmes raisonnements peuvent évidemment s'appliquer à toutes les 
séries de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante 

(4) 1. -~, +^^. -^, ■■-, 

laquelle, en vertu du théorème III, restera convergente pour toutes les 
valeurs positives de [i. 

Si dans la série (4) on supprime le signe — devant chacun des termes 
de.rang pair, on obtiendra la série (3) du §11, qui est divergente toutes 
les fois que l'on suppose [x = i ou [a < i - Par suite, pour transformer 
une série convergente en série divergente, ou réciproquement, il sulïit 
quelquefois de changer les signes de certains termes. Au reste, cette 
remarque est uniquement applicable aux séries pour lesquelles la 
quantité désignée par k dans le théorème 11 se réduit à l'unité. 

Étant donnée une série convergente dont tous les termes sont posi- 
tifs, on ne peut qu'augmenter la convergence en diminuant les valeurs 
numériques de ces mêmes termes, et changeant les signes de quelques- 
uns. ]t est bon d'observer qu'on produira ce double elTet si l'on mul- 
tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus, et cette observation 
suffît pour établir la proposition suivante : 

TiiÉonËHE IV. — Lorsque ta série 

(3) Po. p.. P.. ■■■. P 

uniquement formée de termes positifs, est convergente, chacune des sui- 
vantes 

i PoCosflo, p,cos9,, û,C0S9i, . .., p,,COS0„, .. ., 

(5) ^ ^ "^ 

/posindg, p, siiid,, p, sillet, ..., p„sin9„, ... 
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rest pareillement, quelles que soient les valeurs des arcs 60, ô,, Oo, .. ., 

A 

*n » • • • • 

Corollaire, — Si Ton suppose généralement 

désignant un arc quelconque, les séries (5) deviendront respecti- 
vement 

\ p09 pi ces ô, picosa^, ..., pncosnd, ..., 
( pis'mO, p^sina^, ..., p„sin/{d, .... 

Ces deux dernières seront donc toujours convergentes en même temps 
que la série (2). 

Si Ton considère à la fois deux séries dont chacune renferme des 
termes positifs et des termes négatifs, on démontrera facilement à leur 
égard les théorèmes V et VI du § II, ainsi qu'on va le voir. 

Théorème V. — Soient 

\ ''o> ''1» "î» •••> Wn> •••> 
' Co, i'i, i>j, . . . , ^nt • • • 

deuw séries convergentes qui aient respectivement pour sommes s et s ; 



(^) Wo-+-^o» "i-i-^'i» Wt-»-«'î, ..., «/«H-C 



n> 



sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s -{- s\ 
Démonstration. — Si Ton fait 

*/, -'-^'oH- C, -+-r, -h. ..-4- i'n-i, 

s„ et s]^ convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes 
de n, vers les limites s et s\ Par suite, ^,,-h s]^, c'est-à-dire la somme 
des n premiers termes de la série (8), convergera vers la limite s-hs\ 
ce qut suffît pour établir le théorème énoncé. 

Thkorèmk VI. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
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précédent, si chacune des séries (j) reste convergente, lorsqu'on réduit 
ses différents termes à leurs valeurs numériques. 



sera une nouvelle série convergente , qui aura pour somme ss' . 

Démonstration. — Soient toujours î„. fj, les sommes des « premiers 
termes des deux séries (7). et désignons en outre par *', la somme des 
n premiers termes de la série (9). On trouvera 

De plus, le théorème VI ayant été démontré dans le second paragraphe 
pour le cas où les séries (7) ne renferment que des termes positifs, il 
en résulte que, dans cette hypothèse, chacune des quantités s„s„, s^ 
converge, pour des valeurs croissantes de n. vers la limite ss', et par 
suite la différence f„J„ — *", ou, ce qui revient au même, la somme 

+ («„_ll', ■+■ U„^,V, -[-...-(- H, C„_,-+-«,l'„_|), 

vers la limite zéro. 

Concevons maintenant que, les termes des séries (7) étant les uns 
positifs et les autres négatifs, on désigne respectivement par ' 



(10) 



M 



les valeurs numériques de ces différents termes. Supposons de plus, 
conformément k l'énoncé du théorème, que les séries (10), composées 
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de ces mêmes valeurs numériques, soient toutes deux convergentes. 
En vertu de la remarque qu'on vient de faire, la somme 

p«-iP«-, -+- (P/i-iP'/t-^i-4- P/i-tPrt-i ) -4-. . • 

■+■ (Pn-t p\ H- P«-îpi H- . . . -f- PtP«-î H- PiP'/i-i ) 

convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro; et, 
comme la valeur numérique de cette somme sera évidemment supé- 
rieure à celle de la suivante 

• 

il en résulte que cette dernière ou, ce qui revient au même, la diffé- 
rence s„s]^ — s"^ convergera elle-même vers la limite zéro. Par suite, ss\ 
qui est là limite du produit s^s]^, sera encore celle de s^. En d'autres 
termes, la série (9) sera convergente et aura pour somme le pro- 
duit ss\ 

Scolie. — Le théorème précédent pourrait ne plus subsister si les 
séries (7), supposées convergentes, cessaient de l'être après la réduc- 
tion de chaque terme à sa valeur numérique. Concevons, par exemple, 
que pour chacune des séries (7) on prenne la suivante 



I I I I 

4 



(m) I, j-, -+--7» r» -♦- -T' 

2» 3* i« 5« 



La série (9) deviendra 



-Q 



I 



V ^ V '^ 



(12) / 4- ( 4- -+- -p= -»- -7^ V 

j \v 3 v^2.2 v'3/ 

/ I I I I \ 

— I -7^ 4- -r= -h -7=^ 4- -p ) 

Vv 4 v^-2 \/'2.3 v4/ 



V 
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Cette dernière est divergente, car son terme général, savoir 

a une valeur numérique évidemment supérieure à 

n _( hn V 



■)]' 



lorsque n est pair, et à 



lorsque n est impair, c'est-à-dire, dans tous les cas possibles, une 
valeur numérique supérieure à l'unité. Cependant la série (ii) est 
convergente. Mais on doit observer qu'elle cesse de l'être lorsqu'on 
réduit chaque terme à sa valeur numérique, puisqu'elle se change 
alors en la série (G) du § II. 

§ IV. — Des séries ordonnées suivant les puissances ascendanles 
et entières d'une variable. 



une série ordonnée suivant les puissances entiires et ascendantes de 

la variable x, 

(2) a„ a,, a„ .... a„, ... 

désignant des coefficients constants positifs ou négatifs. Soit de plus 
A ce que devient pour la série (2) la quantité k du paragraphe précé- 
dent (voir le § III, théorème II). La même quantité, calculée pour la 
série (t), sera équivalente à la valeur numérique du produit 
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Par suite, la série (i) sera convergente si cette valeur numérique 
est inférieure à l'unité, c'est-à-dire, en d'autres termes, si la valeur 

numérique de la variable x est inférieure à —• Au contraire, la 

série (\) sera divergente si la valeur numérique de x surpasse —- 
On peut donc énoncer la proposition suivante : 

TuKORÈMK I. — Soit A la limite vers laquelle converge^ pour des valeurs 
croissantes de n, la racine n'^"**' des plus grandes valeurs numériques 
de a„. La série (i ) sera convergente pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre les limites 



I I 



et divergente pour toutes les valeurs de x situées hors des mêmes limites. 

Lorsque la valeur numérique du rapport -"-- converge vers une 

limite fixe, cette limite est (en vertu du théorème IV, Chap. Il, § III) 
la valeur cherchée de A. Cette remarque conduit à une nouvelle pro- 
position que je vais écrire : 

Thkokème II. — S/, pour des valeurs croissantes de /i, la valeur numé- 
rique du rapport 



^//* 



a 



n 



converge vers la- limite A, la série ( i ) sera convergente pour toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites 



I I 

A' "a" 



et divergente pour toutes les valeurs de x situées hors des mêmes limites. 
Corollaire /. — Prenons pour exemple la série* 

(3) I, 9../-, 3x% 4x% ..., in-hi)jr", 

Comme on trouvera dans cette hypothèsi» 
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et, par suite, 

A = i, 

on en conclura que la série (3) est convergente pour toutes les valeurs 
de X renfermées entre les limites 

et divergente pour les valeurs de x situées hors de ces limites. 
Corollaire II. — Prenons pour second exemple la série 

X œ^ x^ x*^ 

(4) "~ > — > -Try •••» — > •••> 

12 3 n 

dans laquelle le terme constant est censé réduit à zéro. On trouvera 
dans cette hypothèse 

a«^i n I 



►«-f-l 



i-f-- 
n 



et, par suite, A = i. La série (4) sera donc encore convergente ou 
divergente, suivant que la valeur numérique de x sera inférieure ou 
supérieure à l'unité. 

Corollaire III. — Si pour la série (i) on prend la suivante 

^^^ '' T*^' I.i ' * •' 1.2.3. ../E ' • •' 

[jL désignant une quantité quelconque, on trouvera 



et, par suite, 







.-f^ 


0/14-1 \>- f^ 




fi 


a H AU- I 


I 

14- - 
n 


. f* 




1 
I 


A lim : 

I 

I H 

n 


— 


00 


I 
i-h - 

00 






On en conclura que la série (5) est, comme les séries (3) et (4), con- 

ORn^res de C, S. Il, f. HI. l8 
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vergente ou divergente, suivant que Ton attribue à la variable x une 
valeur numérique inférieure ou supérieure à l'unité. 

Corollaire IV. — Considérons encore la série 

(6) I, — > > ^> •••> — --TT > •••• 

^ ' I I .2 I .2.3 I ,1,6, . ,n 

Comme on aura dans ce cas 

a„ ~" /^ -h I 



et, par suite. 



A " — ~ o, 

00 



on en conclura que la série est convergente entre les limites 



I 1 

ar = = — oc, x^=.-{ — =z-i-x, 

o o 



c'est-à-dire pour toutes les valeurs réelles possibles de la variable x. 
Corollaire V. — Considérons enfin la série 

( y ) I , I • X y \ , A , X , 1 • 2 • 3 • X , *•., I.!a.O»«./l> X , ■ • • • 

En lui appliquant le théorème II, on trouvera 



-"-"-î^/l + l, A = 00, 



et l'on aura par suite 



I 



On en conclura que la série (7) est toujours divergente, excepté 
lorsqu'on suppose x — o, auquel cas elle se réduit à son premier 
terme i. 

En examinant les résultats qu'on vient d'obtenir, on reconnaît 
immédiatement que, parmi les séries ordonnées suivant les puis- 
sances ascendantes et entières de la variable x, les unes sont tantôt 



).. 
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convergentes, tantôt divergentes, selon la valeur attribuée k cette 
variable, tandis que d'autres restent toujours convergentes, quel que 
soit X, et d'autres toujours divergentes, excepté pour a? = o. On peut 
ajouter que le théorème I ne laisse d'incertitude sur la convergence 
d'une semblable série que dans le cas où la valeur numérique de x 

devient égale à la constante positive représentée par -r-» c'est-à-dire 
lorsqu'on suppose 



A 



Dans ce cas particulier, la série est tantôt convergente, tantôt diver- 
gente, et la convergence dépend quelquefois du signe de la variable x. 
Par exemple, si dans la série (4), pour laquelle A = i, on fait succes- 
sivement 



X = I, XZZL I, 



on obtiendra les deux suivantes 



(8) I, 



(9) -I 



9 



I 


I 




I 




I 


— » 
2 


3' 




4' 


. . . , 


— ) 
II 


1 

— ^ 
2 


1 

3' 


-♦- 


I 
4 


• • • > 


1 

— » 

n 



dont la première est divergente {voir dans le § II le corollaire du théo- 
rème III) et la seconde convergente, ainsi que cela résulte du théo- 
rème III (§ III). 

Il est encore essentiel de remarquer que, par suite du théorème I, 
lorsqu'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes et en- 
tières d'une variable x sera convergente pour une valeur numérique 
de X différente de zéro, elle restera convergente, si l'on vient à dimi- 
nuer cette valeur numérique ou même a la faire décroître indéfini- 
ment. 

Lorsque deux séries ordonnées suivant les puissances ascendantes 
et entières de la variable x sont convergentes pour une même valeur 
de la variable, on peut leur appliquer les théorèmes V et VI du § III. 



IW COURS D'ANALYSE. 

Cette remarque suffit pour établir les deux propositions que je vais 
énoncer : 

Théorème III. — Supposons que les deux séries 

(10) , 

étant à la fois convergentes, lorsqu'on attribue à la variable x une cer- 
taine valeur, aient alors pour sommes respectives s et s', 

(il) «0-^-^0» (^i-*- ^i)j^» (^t-^ bi)jc^, ..., (an-k- b„)x'*, ... 

sera, dans le même cas, une nouvelle série convergente, qui aura pour 
somme s -h s\ 

Corollaire. — On étendra facilement ce théorème à tant de séries 
que Ton voudra. Par exemple, si les trois séries 

Oq, OiJT, OfX , • . •♦ 

sont convergentes pour une même valeur attribuée à la variable x, et 
que Ton désigne par 5, s\ 5" leurs sommes respectives, 

dQ-hbo-hCo^ (a, 4- 6, -t- C|)^, (a, -h 6, -l-c,)j7S ... 

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s -f- 5' 4- s"". 

Théorème IV. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème 
précédent, si de plus chacune des séries (10) reste convergente, lorsqu'on 
réduit ses différents termes à leurs valeurs numériques, 

i ciobo, (^0^1 H- a,6o)x, («06,-4- a,6,H- rt,6o)cr', ..., 

(i2) 

sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme ss\ 
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Corollaire I. — Le théorème précédent se trouve compris dans la 
formule 

( iaii->t-axX-\-a^x^-Jr,..)ibsi-\-bxX-\-b.x^-^,,,) 
('3) 

} ■— a^b^-h (ao^i-h aibo)x H- (ao^i-f- a, 6, -f- a, 60)^* -h. . ., 

« 

qui subsiste dans le cas où chacune des séries (10) reste convergente 
lors même qu'on réduit ses différents termes à leurs valeurs numé- 
riques, et qui sert à développer dans cette hypothèse le produit des 
sommes des deux séries en une nouvelle série de même forme. 

Corollaire II. — En répétant plusieurs fois de suite l'opération indi- 
quée par l'équation (i3), on pourrait multiplier entre elles les 
sommes de trois ou d'un plus grand nombre de séries semblables aux 
séries (10), et dont chacune resterait convergente après la réduction 
de ses différents termes à leurs valeurs numériques. Le produit obtenu 
serait la somme d'une nouvelle série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes et entières de la variable x. 

Corollaire IIL — Si dans les deux corollaires précédents on suppose 
que toutes les séries dont on multiplie les sommes deviennent égales, 
on obtiendra pour produit une puissance entière de la somme de cha- 
cune d'elles, et cette puissance se trouvera encore représentée par la 
somme d'une série du même genre. Par exemple, si dans l'équa- 
tion (i3) on faitao= *o» «1 = A|» ûfj = A2» ••• » on en tirera 

Corollaire IV. — Si Ton prend pour termes généraux des séries (10) 

|A(fJL — l)(j!JL~q)...(fJL — /<- h I ) ^ 

. . .n 

et 

fJL'fjUL'— i)(|JL'— 2).. .(|Ul'— /l -+-l) 



1 . a . 3 . . . /t 



x", 



tjL, [x' désignant deux quantités quelconques, et la variable jc étant 
renfermée entre les limites a: = — i,a:= h- i, chacune des séries (10) 
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restera convergente, même lorsqu'on réduira ses différents termes k 
leurs valeurs numériques, et le terme général de la série (12) de- 
viendra 



r jm(|tx — i)...(fx — /i-4-i) _^ fx(fx — i)...(fx — /t-h2) fx^ _^ 
L 1 . 2 . 3 . . . /4 1 . 2 . 3 . . . ( /t — I ) I 



I 1 . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 1 . 2 . 3 . . . /< 

__ (fX-4-fxM(fX-HfJt'— l)(fXH-fJt^— 2)...(|X-4-fJl^ — /14-I) ^ 
■ I-» »* • 

I . 2 . 3 . . . /2 



a-« 



Cela posé, si Ton appelle 9 ([x) la somme de la première des séries (10) 
dans l'hypothèse que l'on vient de faire, c'est-à-dire, si l'on pose 

(i5) o(ii)zzzi-\- ^x-h ^^-J^""— ? j:* -h . .., 

les sommes des séries (10) et (12) seront respectivement désignées, 
dans la même hypothèse, par 9([x), <p([x') et ç([x -h (x'); en sorte que 
l'équation (i3) deviendra 

(16) 9(^)9(^') = 9(^ + fx'). 

Lorsque dans l'équation (i3) on remplace la somme de la série 

par un polynôme composé d'un nombre fini de termes, on obtient une 
formule qui ne cesse jamais d'être exacte, tant que la série 

demeure convergente. C'est ce que nous allons prouver directement, 
en établissant le théorème qui suit : 

Théorème V. — St, la série (i) étant convergente , on multiplie la 
somme de cette série par le polynôme 

(17) kx"^ -h /x'"-'-f-. . .-hpx ■+■ <7, 

dans lequel m désigne un nombre entier, on obtiendra pour produit la 
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somme d'une nouvelle série convergente de même forme, dont le terme 
général sera 

pourvu que l'on considère comme nulles dans les premiers termes celles 
des quantités 

qui se trouveront affectées d'indices négatifs : en d'autres termes, on 
aura 

, (Ax™ + Ix""-' + . - . + px -h q) {a„+ a,x + a,x^ + . . .) 

fle+ {qnx+pat)x + . . .+ {qa„ + pa„_, + : . .+ /«! + /;aa)x"' 



"" ^ 

Démonstration. — Pour multiplier la somme de la série (i) par le 
polynôme (17). il suffira de la multiplier successivement par les diffé- 
rents termes de ce polynôme. On aura donc 

{kx"'+ Ix'^-'-h.. .-^px-t- q) {a^-ir a,x + OfX* -t- . . .) 
= qia^-h a,x -1- a^x*+ . . .) + px {at+ OtX -^ a^^c' + . . .) 



■+■ lx""'{a„ + a,x + aix*-i-...) + kx"{at+ UiX -t- a^x*-}-...). 

Comme on a de plus, pour des valeurs entières quelconques de n, 

^((ï,-H(ii:c + a,x' + ...-t- a^^iX"-') 

^^qua+qa^x -{-qa,x* + . . .+ ya„_|X"-', 

on en conclura, en faisant croître n indéfiniment, et passant aux 
limites, 

^(a„+ a, j;-+- a,^'-+-. . .) =:qa^-i- qa^x -^- qaiX^+ .. .. 
On trouvera de même 

px(ai)+ OiX + aiX* + . . .) — pa^x -\- paix'^ -i- pa^x* + . . ., 

/ic"'-'(a,+ aia! + aiaî'-t-. - -) — /«(X^-'h- tafX"' + la^x"-^' -(-..., 
kai"'{at+a,x + atx* + . ..)=! kotX'^ + *a, ji^-^'h- A(ï,x™+'-i-. , ., 
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Si l'on ajoute ces dernières équations, et qu'en formant la somme des 
seconds membres on réunisse les coefficients des puissances sem- 
blables de la variable x, on obtiendra précisément la formule (i8). 

Concevons maintenant que dans la série (i) on fasse varier la valeur 
de X par degrés insensibles. Tant que la série restera convergente, 
c'est-à-dire tant que la valeur de x demeurera comprise entre les 

limites 

I I 

la somme de la série sera (en vertu du théorème 1, § I) une fonction 
continue de la variable x. Soit ^(x) cette fonction continue. L'équa- 
tion 

9 ( j: ) — «0 4- rii a? -h ûf j a:' -h . . . 

subsistera pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites 
— j, -f- ~, ce que nous indiquerons en écrivant ces limites à côté 
de la série, comme on le voit ici : 



(19) 



9(x) — ûfo-i-^i J" -ha,^--+-. . . (x — — —, j- — -)--_y 



Lorsque la série est supposée connue, on peut quelquefois en 
déduire la valeur de la fonction (f(x) sous forme finie, et c'est là ce 
qu'on appelle sommer la série. Mais le plus souvent la fonction o(x) 
est donnée, et l'on se propose de revenir de cette fonction à la série, 
ou, en d'autres termes, de développer la fonction en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la va- 
riable X, 11 est facile d'établir à ce sujet la proposition que je vais 
énoncer : 

Théorème VL — Une fonction continue de la variable x ne peut être 
dés^eloppèe que d*une seule manière en série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes et entières de cette variable. 

Démonstration. — En effet, supposons qu'on ait développé par deux 
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méthodes différentes la fonction ^{x), et soient 

^0' ^1 *^t ^1 *^ 9 * * * 9 ^/t '^ f * * * 9 

&0y &| «^9 t/^UC y • • • y l)fl%jC y • • • 

les deux développements, c'est-à-dire deux séries dont chacune, étant 
convergente pour des valeurs de a? différentes de zéro, ait pour somme, 
tant qu'elle demeure convergente, la fonction ^{x). Ces deux séries 
étant constamment convergentes pour de très petites valeurs numé- 
riques de X, on aura, pour de semblables valeurs. 

Comme, en faisant évanouir a?, on tire de l'équation précédente 

il en résulte qu'on peut la réduire généralement à 

OU, ce qui revient au même, à 

Si l'on multiplie par - les deux membres de cette dernière équation, 
on obtiendra la suivante 

«1 -H aj J? -h . . . = ^1 -f b^x H- . . . , 

qui devra encore subsister pour de très petites valeurs numériques de 
la variable x, et de laquelle on conclura, en posant x = o. 

En continuant de même, on ferait voir que les constantes a^, a,, a^, ... 
sont respectivement égales aux constantes b^, i|, A,, ..., d'où il suit 
que les deux développements de la fonction <f(x) sont identiques. 

Le Calcul différentiel fournit des méthodes très expéditives pour 
développer les fonctions en séries. Nous exposerons plus tard ces 

Œuvres de C, — S. U, t. HI. '9 
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méthodes, et nous nous bornerons pour Finstant à faire connaître, 
avec le développement de la fonction (i -f-a?)^, dans laquelle [x désigne 
une quantité quelconque, deux autres développements que Ton ramène 
facilement au premier, savoir, ceux des fonctions 

A* cl L(i-hJ'), 

A désignant une constante positive, et L la caractéristique des loga^ 
rithmes dans un système choisi à volonté. En conséquence, nous allons 
résoudre l'un après l'autre les trois problèmes qui suivent : 

Problème I. — Développer, lorsque cela se peut, la fonction 

(i-h^)i* 

en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et 
entières de la variable x. 

Solution. — Si d'abord on suppose (x =/n, m désignant un nombre 
entier quelconque, on aura, par la formule de Newton, 

I 1.2 

La série dont la somme constitue le second membre de cette formule 
est toujours composée d'un nombre fini de termes; mais, si l'on y 
remplace le nombre entier m par une quantité quelconque (x, la nou- 
velle série que l'on obtiendra, savoir • 

( ) I , — J?, - -- X y • • • , 

1 1.2 

se trouvera composée en général d'un nombre indéfini de termes, et 
sera convergente seulement pour des valeurs numériques de x infé- 
rieures à l'unité. Soit, dans cette hypothèse, <p((x) la somme de la nou- 
velle série, en sorte qu'on ait 

(i5) t^[k) — \-\- ^x-h ^^ — ^j:*4-... {x = — i, x — 'hi). 

En vertu du théorème 1 (§ I), ç(ffc) sera fonction continue de la va- 
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fiable pi entre des limites quelconques de cette variable, et Ton. aura 
(voirh théorème III, corollaire IV) 

(i6) ?(fA)?(fA') = ?(f* + fA'). 

Cette dernière équation étant entièrement semblable à Féquation (2) 
du Chapitre V (§ I) se résoudra de la même manière, et Ton en con- 
clura 

9(F) = [9(0]»*=(l-^-^)»*. 

La valeur de ç((x) étant ainsi déterminée, si on la substitue dans la 
formule (i5), on trouvera, pour toutes les valeurs de a? comprises entre 
les limites x= — i , j? = 4- 1 , 

(20) (l'hx)^=l-¥- ^X-i- ^-^^ ' œ^-h. .. (or — — I, jr:rr-Hl). 

\ / \ j j ,j / 

Lorsque la valeur numérique de x devient supérieure à l'unité, la 
série (5), n'étant plus convergente, cesse d'avoir une somme, en sorte 
que l'équation (20) ne subsiste plus. Dans la même hypothèse, il 
devient impossible, ainsi qu'on le prouvera plus tard à l'aide du Calcul 
infinitésimal, de développer la fonction (i -f- xy en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la va- 
riable X. 

Corollaire I. — Si dans l'équation (20) on remplace pi par - et a? par 

ax, a désignant une quantité infiniment petite, on aura, pour toutes les 
valeurs de aa? renfermées entre les limites — i, -f- 1, ou, ce qui revient 
au même, pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites 



I 1 

— -, -f- -, 

a a 



(i4-«x)*=i-f- -4- -—(i — «)4--^(l — a)(l~2«)H-... 



\ a <xj 



Cette dernière équation devant subsister, quelque petite que soit la 
valeur numérique de a, si l'on désigne à l'ordinaire, par l'abrévia- 
tion lim placée devant une expression qui renferme la variable a, la 
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limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur 
numérique de a décroit indéfiniment, on trouvera, en passant aux 
limites, 

(21) lim(l H- aJ7)*~ I H ! h r» -4-. . . (JF = — 00, a-=: -h oc). 

I I .2 I .2.3 ' 



Il reste à chercher la limite de (i -haa:)*. Or, en premier lieu, on 
tirera de la formule précédente 

1 

lim(n- «)*=! H h ! -h. .., 

J 1.2 I.2.i 

ou, en d'autres termes, 

(22) lim(i -h a)»= e», 

e désignant la base des logarithmes népériens [voirie §1, équat. (6)]. 
On en conclura immédiatement 

lim(i -h ar)*'= tf, 

et, par suite, 

i r JLY 

lim(i -h ax)*-: limL(n- aa:)»'J — e*. 



Si maintenant on remetla valeur de lim(i-h aa7)*dans l'équation (21), 
on obtiendra la suivante : 

(23) e*= I H h H ^ -h. . . (^ — — 00, X — -hoo). 

^ ' I 1.2 1.2.3 

On pourrait arriver directement à l'équation (23) en observant que 
la série 

- XXX 

(0) h —y > 5> 

^ 11.21 .2.3 

est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable x, et 
cherchant la fonction de x qui représente la somme de cette même 
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série. En effet, soit <f(x) la somme de la série (6) quia pour terme 
général 



ÛC' 



I .2.3. . .n 



o(y) sera la somme de la série qui a pour terme général 



r 



I . a . 3 . . . /i ' 



et (en vertu du théorème VI, § III) le produit de ces deux sommes 
sera la somme d'une nouvelle série qui aura pour terme général 



jj* x""' y 



1.2.3.. ./I I.2.3...(/t — l) I 



I 1.2.3...(/l — l) I.2.3.../I I.2.3...W 

Ce produit sera donc égal à ç(a? 4-^), et par suite, si Ton fait 



X J?' x^ 



a(x) =iH 1 1 K -h. . ., 

^ I 1.2 1.2.3 

la fonction <f{x) vérifiera l'équation 
En résolvant cette équation, on en tirera 

c'est-à-dire 

Corollaire IL — Si, après avoir retranché l'unité de chaque membre 
de l'équation (20), on divise les deux membres par [X, Téquation que 
l'on obtiendra pourra s'écrire ainsi qu'il suit : 



(l-4-J7)l* — I _ 



I X^ , X* / I \ 

-~J7--.(l-^)-^-^(l-^)^I--^j-... 



(a:rz — I, x = -hi); 
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et, si dans cette dernière on fait converger pi vers la limite zéro, on 
trouvera, en passant aux limites, 

(a4) hm —X h -7- H- 

De plus, comme en désignant par 1 la caractéristique des logarithmes 
népériens pris dans le système dont la base est e, on a évidemment 

(l -h x)V'z=:e^^^^-*-*^=t -h î— ^ — ' 4- ^—^- ^ -h. . ., 

I I .a 

on en conclura 

' -' =1(1-4- Jr) 4- ^[l(l-+-x)]»-f-... 

p. 3 

et, par suite, 

(a5) lim^^ rz:I(l-hx). . 

Cela posé, la formule (24) deviendra 

(26) \{l-hx)=:X h -5 ... (:Frn— I,X — -+- l). 

L*équation précédente subsiste tant que la valeur numérique de x 
reste inférieure à l'unité; et, dans ce cas, la série 



(27) X, , -f- -^> •••> ±: — > 



• • • 



est convergente, aussi bien que la série (4)» qui en diffère seulement 
par les signes des termes de rang impair. Les mêmes séries devenant 
divergentes, dès qu'on suppose la valeur numérique de x supérieure 
à l'unité, l'équation (26) cesse d'avoir lieu dans cette hypothèse. 

Dans le cas particulier où l'on prend a; = i, la série (27) se réduit 
à la série (3) du troisième paragraphe, laquelle est convergente. 
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comme on Fa fait voir. L'équation (26) doit donc alors subsister, en 
sorte qu'on a 

Si Ton prenait au contraire a; = -- i , la série (27) deviendrait diver- 
gente et n'aurait plus de somme. 

On peut remarquer encore que, si après avoir écrit — ip au lieu 
de X dans la formule (26), on change à la fois les signes des deux 
membres, on obtiendra la suivante 



(29) 






Problème II. — Développer la fonction 

A', 

dans laquelle A désigne un nombre quelconque ^ en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable jr. 

Solution. — Désignons toujours par la caractéristique 1 les loga- 
rithhies népériens pris dans le système dont la base est e. On aura, 
d'après la définition même des logarithmes, 

A = e'(^\ 

et l'on en conclura 

(3o) A'=:e*»<^). 

Par suite, en ayant égard à l'équation (23), on trouvera 

l A^-^, . ^l(A) , >^'[1(A)]' . ^ [1(A)]» ^ 
(3i) / 1 i.a 1.2.3 

( (or = — 00, a: Z3H-00). 

Cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs réelles pos- 
sibles de la variable x\ 

Problème III. — La caractéristique L désignant les logarithmes pris 
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dans le système dont la base est A, dés^elopper, lorsque cela se peut, la 

fonction 

L(i -hx) 

en série convergente ordonnée sui{^ant les puissances ascendantes et entières 
de la variable x. 

Solution. —- Désignons toujours par 1 la caractéristique des loga- 
rithmes népériens. On aura, en vertu des propriétés connues des 
logarithmes, 

et par suite, en ayant égard à Téquation (26), on trouvera, pour 
toutes les valeurs de x comprises entre les limites — i, -f- i. 



(3îj) L(i -h j:-) — ï^- ( x h -^ . . . j (x — — I, jT — -m). 



I 

l(Â) 



Cette dernière formule subsiste dans le cas même où l'on prend x = 1; 
mais elle cesse d'avoir lieu lorsqu'on suppose x — — i ou a7'> i. 
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CHAPITRE VIL 



DBS EXPRESSIONS IMAGINAIEES ET DE LEURS MODULES. 



§ I. — Considérations générales sur les expressions imaginaires. 

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com- 
binaison de signes algébriques qui ne signifie i:ien par elle-même ou 
à laquelle on attribue une valeur différente de celle qu'elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes 
celles qui, prises à la lettre et interprétées d'après les conventions 
généralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut déduire des résultats exacts, en modifiant et altérant 
selon des règles fixes, ou ces équations elles-mêmes, ou les symboles 
qu'elles renferment. L'emploi des expressions ou équations symbo- 
liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d'écrire sous 
une forme abrégée des résultats assez compliqués en apparence. C'est 
ce qu'on a déjà vu dans le second paragraphe du troisième Chapitre, 
où la formule (9) fournit une valeur symbolique très simple de l'in- 
connue X assujettie à vérifier les équations (4). Parmi les expres- 
sions ou équations symboliques dont la considération est de quelque 
importance en Analyse, on doit surtout distinguer celles que l'on a 
nommées imaginaires. Nous allons montrer comment on peut être 
conduit à en faire usage. 

Onsait que les sinus et cosinus de l'arc a-hb sont donnés en fonc- 
tion des sinus et cosinus des arcs a et & par les formules 

Icos(a -Jf b) =• cosacos6 — sinasin b. 
sin(a-H- 6)=r sinacos6 4- sin6cosa. 

OEuvreê de C. — S. U, t. HI. 10 
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen fort 
simple de les retrouver à volonté. Il suffit, en effet, d'avoir égard à la 
remarque suivante. 

Supposons que Ton multiplie l'une par l'autre les deux expressions 

symboliques 

cosa -h V'— I sina, 

cos^ H- V^— I sîn6, 

en opérant d'après les règles connues de la multiplication algébrique, 
comme si y^— i était une quantité réelle dont le carré fût égal à — i. 
Le produit obtenu se composera de deux parties : Tune toute réelle, 
l'autre ayant pour facteur \f^i ; et la partie réelle fournira la valeur 
de cos(a4-A), tandis que le coefficient V— i fournira celle de 
sin(a-f-ft). Pour constater cette remarque, on écrit la formule 



cos(a -f- b) -hv^— I sin(a -h b) 
(2) ! 

= (cosa H- v/— I sina) (cos^ -\-\/— i sin6). 

Les trois expressions que renferme l'équation précédente, savoir 



cosa -4- v^— I sina, 
cos6 -h v^— I sin6, 



cos(a -+- 6) -h v^— I sin(a -h 6), 

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s'interpréter d'après 
les conventions généralement établies, et ne représentent rien de réel. 
On les a nommées pour cette raison expressions imaginaires. L'équa- 
tion (a) elle-même, prise à la lettre, se trouve inexacte et n'a pas de 
sens. Pour en tirer des résultats exacts, il faut, en premier lieu, déve- 
lopper son second membre par la multiplication algébrique, ce qui 
réduit cette équation à 

, cos(a 4- 6) -h y/^ I sin(a -h b) 



= cosacos6 — sinasin6 4- ^— i(sinacos6 -hsinôcosa). 
Il faut, en second lieu, dans l'équation (3), égaler la partie réelle du 
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premier membre à la partie réelle du second, puis le coefficient de 
V— I dans le premier membre au coefficient de y^— i dans le second. 
On est ainsi ramené aux équations (i) que Ton doit considérer comme 
implicitement renfermées Tune et l'autre dans la formule (2). 

En général, on appelle expression imaginaire toute expression sym- 
bolique de la forme 

a -h 6 y/— I, 

a, 6 désignant deux quantités réelles; et Ton dit que deux expres- 
sions imaginaires 

a -+- 6 y/— I » y 4- is/— i 

sont égales entre elles, lorsqu'il y a égalité de part et d*autre : i** entre 
les parties réelles a et 6; 2® entre les coefficients de yj— j, savoir 6 
et S. L'égalité de deux expressions imaginaires s'indique, comme celle 
de deux quantités réelles, par le signe =, et il en résulte ce qu'on 
appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire 
n'est que la représentation symbolique de deux équations entre quan- 
tités réelles. Par exemple, l'équation symbolique 



équivaut seule aux deux équations réelles 
Lorsque, dans l'expression imaginaire 

le coefficient 6 de y^— 1 s'évanouit, le terme S^— i est censé réduit à 
zéro, et l'expression elle-même à la quantité réelle a. En vertu de 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantités réelles. 

Les expressions imaginaires peuvent être soumises, aussi bien que 
les quantités réelles, aux diverses opérations de l'Algèbre. Si l'on 
effectue en particulier l'addition, la soustraction ou la multiplication 
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de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant d*aprës 
les règles établies pour les quantités réelles, on obtiendra pour 
résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu'on appelle 
la somme, la différence ou le produit des expressions données; et Ton 
se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, cette 
différence ou ce produit. Par exemple, si l'on donne seulement deux 
expressions imaginaires 

on trouvera 

(4) (a -h 6 y/^) -h (y -h 5 v/^) = «-+-/ 4- (6 -i-i)v^^, 

(5) («-h6v^^) — (y-^*v^^) = « — y-+-(^ — a)v^^, 

(6) (a 4- 6 v^^) X (y -»-*V^^) = oy — 63 -h (ad -^ Sy) v^^. 

Il est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expres- 
sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs binômes réels, 
restera le même, dans quelque ordre qu'on multiplie ses différents 
facteurs. 

Diviser une première expression imaginaire par une seconde, c'est 
trouver une troisième expression imaginaire qui, multipliée par la 
seconde, reproduise la première. Le résultat de cette opération est le 
quotient des deux expressions données. On se sert pour l'indiquer du 
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple. 



« -4- o y/— 1 
y -i- V — I 

représente le quotient des deux expressions imaginaires 



a-+-6v/--i, y-h^v^— I. 

Élever une expression imaginaire à la puissance du degré m (m dé- 
signant un nombre entier), c'est former le produit de m facteurs 
égaux à cette expression. On indique la puissance m»*""' de a h- Ç v'— i 
par la notation 
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Extraire la racine n**"* de Texpression imaginaire a -+- 6 y — ï, ou, 
en d'autres termes, élever cette expression à la puissance du degré 

- {n désignant un nombre entier quelconque), c*est former une nou- 
velle expression imaginaire dont la puissance n^""^^ reproduise 
a -h 6 \/— I . Ce problème admettant plusieurs solutions {voir le § IV), 
il en résulte que l'expression imaginaire a-f-Sv/— i a plusieurs 
racines du degré n. Lorsque nous voudrons désigner indistinctement 
Tune quelconque d'entre elles, nous emploierons la notation 

OU la suivante 

((« + 6v/=l))". 

Dans le cas particulier où S s'évanouit, a-+-S\/ — i se réduit aune 
quantité réelle a, et parmi les valeurs de l'expression 

v^ = ((«))- 

il peut s'en trouver une ou deux de réelles, comme on le verra ci- 
après. 

« 

Outre les puissances entières et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent à considérer ce qu'on appelle 
leurs puissances fractionnaires ou négatives. On doit faire à ce sujet 
les remarques suivantes. 

Pour élever l'expression imaginaire a 4- Syf^i à la puissance frac- 
tionnaire du degré — > il faut, en supposant la fraction — réduite à sa 

plus simple expression : i** extraire la racine n**"* de l'expression 
donnée; 2® élever cette racine à la puissance entière du degré m. Le 
problème pouvant être résolu de plusieurs manières (voir ci-après le 
§ IV), nous désignerons indistinctement l'une quelconque des puis- 
sances du degré — par la notation 

■ m 
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Dans le cas particulier où 6 se réduit à zéro, une ou deux de ces puis- 
sances peuvent devenir réelles. 

Élever l'expression imaginaire a-i-6v^—i à la puissance négative 

du degré — m, ou > ou > c'est diviser l'unité par la puissance 

du degré m, ou -> ou — de la même expression. Le problème admet- 
tant une solution seulement» dans le premier cas, et plusieurs solu- 
tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degré 
— m par la notation simple 

(a4.6y/ir;)" 



\—m 



tandis que les deux notations 

((«^6v/3-i)P, 



m 



représentent, la première, une quelconque des puissances du degré 

> et la seconde une quelconque des puissances du degré 

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées l'une à 
l'autre, lorsque ces deux expressions ne diffèrent entre elles que par 
le signe du coefficient de v/ — i. La somme de deux semblables exprès- 
sions est toujours réelle, ainsi que leur produit. En effet les deux 
expressions imaginaires conjuguées 

donnent pour somme 2a et pour produit a* -h 6*. La dernière partie 
de cette observation conduit à un théorème relatif aux nombres, et 
dont voici l'énoncé : 

Théorème I. --Si l'on multiplie l'un par l'autre deux nombres entiers 
dont chacun soit la somme de deux carres, le produit sera encore une 
somme de deux carrés. 

Démonstration. — Soient 

a» -h 6», «'* -+- 6'* 
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les deux nombres entiers dont il s'agit, a*, S', x", S" désignant des 
carrés parfaits. On aura évidemment les deux équatrons 

(oc + e</^)(x' + $'\/^) - aa'~ gS'+ (aê'-t- a'S) v'^, 
(a _ Sy/37) (a'_ g'^/tTT) - a«'- 6S'- («€'+ a'É) v^^, 

et, en multipliant celles-ci membre à membre, on obtiendra h sui- 
vante 

(7) («'+6')(«"+S") = (««'-66')'+(«g'+«'6)'. 

Si l'on échange entre elles dans celte dernière les lettres a' et 6', on 
trouvera 

(8) (oc'+ €»)(«'• + €'») = («S'- «'€)• + (««' + 66')'. 

Il y a donc en général deux manières de décomposer en deux carrés 
le produit de deux nombres entiers dont chacun est la somme de deux 
carrés. Ainsi, par exemple, on tire des équations (7) et (8) 

(2'+ 1) (3'-(- 3') = 4'-i- 7'=^ '*-^ 8'- 

On voit par ces considérations que l'emploi des expressions imagi- 
naires peut être d'une grande utilité, non seulement dans l'Algi^bn' 
ordinaire, mais encore dans la Théorie des nombres. 

Quelquefois on représente une expression imaginaire par une seule 
lettre. C'est un artifice qui augmente les ressources de l'Analyse, et 
dont nous ferons usage dans ce qui va suivre. 



§ 11. — Sur les modules des expressions imaginaires 
et sur les expressions réduites. 

Une propriété remarquable de toute expression imaginaire 

a + ev/^, 
c'est de pouvoir se mettre sous la forme 

p(co3â + v/^8ine), 
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p désignant une quantité positive et 6 un arc réel. En effet, si Ton 
pose Téquation symbolique 

(i) a-h6v/— I =p(cosÔH- v^— I smO) 

ou, ce qui revient au même, les deux équations réelles 

ia nn pcos0, 
6™psind, 

on en tirera 

a»-h 6»z:r p«(cos*ô -h sin*©) ^ pS 



(3) p-v^a»-h6*; 

et, après avoir ainsi déterminé la valeur du nombre p, il ne restera, 
pour vérifier complètement les équations (2), qu'à trouver un arc 6 
dont le cosinus et le sinus soient respectivement 

C0St/= -7— ^^y 

(4) { 

8m0 ^=^ — - 

Ce dernier problème est toujours soluble, attendu que chacune des 
quantités > , a une valeur numérique inférieure à l'u- 

nité, et que la somme de leurs carrés est égale à i. De plus, il admet 
une infinité de solutions différentes, puisque, après avoir calculé une 
valeur convenable de Tare 6, on pourra, sans changer ni le sinus ni le 
cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d'un nombre quelconque de 
circonférences. 
Lorsque l'expression imaginaire a -h êy'— i se trouve ramenée à la 

forme 

p(cos -h v'— I sin 9), 

la quantité positive p est ce qu'on appelle le module de cette expres- 
sion imaginaire; et ce qui reste après la suppression du module, c'est- 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE Vil. 161 

à-dire le facteur 

cos9 -h V — I sin9, 

est ce que nous nommerons Yexpression réduite. Comme des quantités 
a et 6 supposées connues on ne déduit pour le module p qu'une valeur 
unique déterminée par l'équation (3), il en résulte que le module 
reste le même pour deux expressions imaginaires égales. On peut 
donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème I . — L'égalité de deux expressions imaginaires entraine tou- 
jours l'égalité des modules et, par conséquent, celle des expressions ré- 
duites. 

Si Ton compare entre elles deux expressions imaginaires conju- 
guées, on trouvera encore que leurs modules sont égaux. Le carré du 
module commun à ces deux expressions ne sera autre chose que leur 
produit. 

Lorsque dans l'expression imaginaire a -h €y/—i le second terme 6 
s'évanouit, cette expression se réduit à une quantité réelle a. Dans la 
même hypothèse, on tire des équations (3) et (4) : i® quand a est 
positif, 

cosô^=i, sinO = o 
et, par suite, 

k désignant un nombre entier quelconque; 2** quand a est négatif, 

COS0 — —I, sin9 — o 
et, par suite, 

Ô~±:(2Â-hi)7r. 

Ainsi le module d'une quantité réelle a n'est autre chose que sa valeur 
numérique ya^» ^t l'expression réduite qui correspond à une sem- 
blable quantité est toujours -h 1 ou — 1, savoir 

4- I ^^ cos(± aÂTT:) -+- V — » sin(it: 2^7:), 

OEuvretdeC— S. W, l. \\\. ^.I 
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lorsqu'il s'agit d'une quantité positive, et 

— I -- ros(ii: 2Xr -h itt) -+- y— i sin(±: 'iA* i- 1 7:), 

lorsqu'il s'agit d'une quantité négative. 

Toute expression imaginaire qui a zéro pour module se réduit elle- 
même à zéro, puisque ses deux termes s'évanouissent. Réciproque- 
ment, comme le cosinus et le sinus d'un arc ne deviennent jamais 
nuls en même temps, il en résulte qu'une expression imaginaire ne 
peut se réduire à zéro qu'autant que son module s'évanouit. 

Toute expression imaginaire qui a l'unité pour module est néces- 
sairement une expression réduite. Ainsi, par exemple, 

cosa -h V -— I sina, cosa -- \^— i s'uia, 
— cosûf — v^ — I sina, — cosût -h y - ' sina 

sont quatre expressions réduites conjuguées deux à deux. Effective- 
ment, pour tirer ces quatre expressions de la formule 



cos^ 4- y— I sin9, 
il suffira de poser successivement 

9 -- ±: aX'TT -h a, 0^±:2kT: — a, 

0— h (aA- -i- 1)7: -hrt, 9 :. -± ( 2 A* H- 1)7: — ^, 

A désignant un nombre entier quelconque. 

Les calculs relatifs aux expressions imaginaires pouvant être sim- 
plifiés par la considération des expressions réduites, il importe de 
faire connaître les principales propriétés de ces dernières. Ces pro- 
priétés sont comprises dans les théorèmes que je vais énoncer. 

Théorème II. — Pour multiplier l'une par l'autre deux expressions 

réduites 

cos 9 -+- V — I sin 0, ces 6»' -h y^ 1 sin S\ 

il suffit d'ajouter les arcs et G' qui leur correspondent. 
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Démonstration. — Ona.eneffet, 

ft 

( (cos^-h v^— I sin0)(cos9'-!- v^— ' sin^') 
( =::cos(0-+-ô')-+-V^— I sin(9-f-^'). 

Corollaire, — Si dans la formule précédente on fait = — 6, on 
trouvera, comme on devait s'y attendre, 

(6) (cosô-h v'^ I sin0)(cos6 — V — i sinô) -. i. 

Théorème III. — Pour multiplier les unes par les autres plusieurs 
expressions réduites 

cos 9 -h v^— I sin 0, cos 0' -h y/ — i sin 9', ces 6'" 4- v^~ * siii B'\ . . . , 

«7 suffit d'ajouter les arcs ô, 0', 0", . . . qui leur correspondent. 

« 

Démonstration. — En effet, on aura successivement 

(cos6 -h y/— I sinô) (cos0'-h y/— i sinô^ 
rr: ces ( 9 -H 6' ) 4- y/^ si n ( ô H- 0' ), 

(cos 9 -h y/ ^ sin 0) (cos 0' -h \^^ sin 0' ) (cos B" -H y/^ sin 6»* ) 
— [cos(Ô4-9' -hy/^sin(Ô4-0')](cosÔ"-+-y/^sin5'') 
= cos(0 H- 0'4- 0") -h y/^^ sin(0 -+- 0'-h 0"), 



et, en continuant de même, on trouvera généralement, quel que soit 
le nombre des arcs 0, 0', 0", . . . , 

j (cos9 + y/^-7sin^)(cos0'4-y/~îsinôO(cos6''+y/--l'sin^'')... 
! r:rros(0H-9'-+-^''-+-...)-hy^'^sin(9-h^'4-^"4-...). 

Corollaire. — Si Ton développe par la multiplication immédiate le 
premier membre de l'équation (7), le développement se composera de 
deux parties, Tune toute réelle, l'autre ayant pour facteur \/— 1. Cela 
posé, la partie réelle fournira la valeur de 

C0S(9 -H ô' 4-^^ -+-...). 
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et lo coefficient de \ - - i dans la seconde partie la valeur de 

sin(9-h^'-h^'-4-...). 

Supposons, par exemple, que l'on considère seulement trois arcs 6, 
0% G''. L'équation (7) deviendra 

(cosÔ4- V — « sin6)(cosô'-h v'^ » sinô') (cos^"-!- v''— i sin9") 
r^ C()s( ^ -H 9' -t- 6") H- V " i sin( -h (/' -h 0"), 

et, après avoir développé le premier membre de cette dernière par la 
multiplication algébrique, on en conclura 

cos(^-+-^'-h<3'') -- cos0cos(?'cos^"--cos0sin(?'sin 9" 

— sin Q cos 0' sin B" — sin sin B' ces 0% 

sin ^5 H- ()' H- 0" ) - sin cos Q' cos B' -\- cos 6 sin 0' cos 0" 

-h cos 9 cos 5' sin 0" -^ sin ôsinô' sin 6^ 



Théorème IV. — Pour diviser l* expression réduite 

COS0 -h V -- 1 sinô 

par la suivante 

cos^'-+- \ - I sin 9', 

il suffit de retrancher l'arc 0', qui correspond à la seconde y de l'arc cor- 
respondant à la première. 

Démonstration. — Soit x le quotient cherché, en sorte qu'on ait 

cos^-h V — I sinô 
a-: \- - . 

cos0'4- V — * sin y' 

Ce quotient devra être une nouvelle expression imaginaire tellement 
choisie, que, en la multipliant par cosô'-f- v^ i sinO', on reproduise 
cosô 4- V - I sinO. En d'autres termes, x devra satisfaire à l'équation 

(cos9'-ir V- > sin^')j:' = cos 9 -+-\^~- 1 sin0. 

Pour tirer de cette équation la valeur de x, il sufFira de multiplier les 
deux membres par 

cos^'— V - I sin 6'. 
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()a réduira de cette manière le coefficient de a; à l'unité (fWrIe théo- 
rème II, cdrollaire i). et l'on trouvera 

j- - ( cos9-4- V — I sinô)(cose'— y'— " sin5') 

-- (cos5-Hv'— I sinô)[cos{— (/') + y/— I Bin(— 9')] 
^ cos( 9 — 5') -r \' -T sin (9 — 6'). 

On aura donc en définitive 

^^^ ZltV ^^l " '"**''"" '^'^ ^ ^ ""* ''"^''~ ^'*" 

Corollaire. — Si dans l'équation (8) on fait 6 — o, elle donnera 

(9) —., '—-.-„, -cose'-v'-isine'. 
cos9 -t- \/— I sin9 

TiiÊontME V, -- Pour élever l'expression imaginaire 

c.os9 + \/~ i sinS 

à la puissance du degré m (m désignant un nombre entier quelconque), 
il suffit de muliiplier dans celle expression l'arc ^ par le nombre m. 

Démonslralion. — En effet, les arcs 0, 0', 0", ... pouvant être quel- 
conques dans la formule (7), si on les suppose tous égaux à l'arc et 
en nombre m, on trouvera 

(10) (cose+V--' S'n^)"'= cosme -h<f^s\nmO. 

Corollaire. — Si dans l'équation (10) on fait successivement (i — z, 
ô = — 3, on obtiendra les deux suivantes : 

— y/ I sin nie. 

Le premier membre de chacune de ces dernières, étan| toujours un 
produit de m Facteurs égaux, pourra être développé par la multiplica- 
tion immédiate de ces facteurs ou, ce qui revient au même, par la 



(coss ■+■ \ 


," 


ïsins) 


"'-cosn 


tz 


(cos=-v 


fz- 


\s\nz) 


'"=cosn 





166 COURS D ANALYSE. 

formule de Newton. Si, après avoir effectué le développement dont il 
s'agit, on égale de part et d'autre dans chaque équation : i° les parties 
réelles; a" les coefficients de \/— i, on en conclura 

m(m — I ) ... 

C0S/W5 --C0S"'5 ^ ^C0S'"~'5 SUl'5 

1 .2 



{î'I) 



m (m — i) (m — 2) (m — 3) , . , 

1.2.3.4 



sinm;; z:z — cos'"~* :; sm 5 
I 



m(m — i) (m —2) 

r, cos*"-* 5 sm' 5 -h 

1 .2.6 



On trouvera, par exemple, en supposant m — 2, 

C0S2:; = cos*5 — sin'5, 
sin 2z — 2 sins cos5; 

en supposant a;? — 3, 

cos35 = cos'5 — 3 C0S5 sin* j, 
sin 35 — 3 cos'c sin5 — sin'5, 



Théorème VI. — Pour élever l'expression imaginaire 

cosO -h v^^ sin^ 

à la puissance du degré — m (m désignant un nombre entier quel- 
conque), il suffit de multiplier dans cette expression Varc par le 
degré — m. 

Démonstration. — En effet, d'après la définition que nous avons 
donnée des puissances négatives (r>oir le § I), on aura 

(cos9-hv^-isin9)"'"~ 



(cosQ -l- V ~" ' sin 6/'* cosmô -h y - 1 siiimô 

Par suite, en ayant égard à la formule (9), on trouvera 

(i3) ( ç,o%0 -hy^— 1 sin'))^'" — cosm^ -\ - 1 sinm{) 
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ou, ce qui revient au même, 



(i4) (cosô-4- V— I sin0) "'— cos( - /7?ô)-4- V— 1 sin(— m^). 

Après avoir établi, comme nous venons de le faire, les principales 
propriétés des expressions réduites, il devient facile de multiplier ou 
de diviser Tune par l'autre deux ou plusieurs expressions imagi- 
naires, quels que soient leurs modules, aussi bien que d'élever une 
expression imaginaire quelconque à la puissance du degré m o\x — m 
{m désignant un nombre entier). On peut, en effet, exécuter simple- 
ment ces diverses opérations à l'aide des théorèmes suivants : 

Théorème VII. — Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs 
expressions imaginaires, il suffit de multiplier le produit des expressions 
réduites qui leur correspondent par le produit des modules. 

Démonstration. — Le théorème énoncé se déduit immédiatement 
de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs réels ou imagi- 
naires reste le même dans quelque ordre, qu'on les multiplie. Soient 
effectivement 

p(cos^-h v'— isin9), p'(cosô'-h v^— isinô')» p''(cos5"-i- v^~ i sin9"), 

plusieurs expressions imaginaires, dont p, p', p", ... désignent les 
modules. Lorsqu'on voudra multiplier entre elles ces expressions 
dont chacune est le produit d'un module par une expression réduite, 
on pourra, en vertu du principe qu'on vient de rappeler, former, 
d'une part, le produit de tous les modules, de l'autre, celui de toutes 
les expressions réduites, puis multiplier ces deux derniers produits 
l'un par l'autre. On trouvera de cette manière pour résultat définitif 

(i5) pp'f, . . [cos(9 -h ^'-4- 9^' -h . . .) H- V^^ sin(0 -h 0' 4- 6''^- . . .)!. 

Corollaire L — Le produit de plusieurs expressions imaginaires est 
une nouvelle expression imaginaire qui a pour module le produit des 
modules de toutes les autres. 

Corollaire IL — Comme une expression imaginaire ne s'évanouit 
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jamais qu'avec son module, et que, pour faire évanouir le produit de 
plusieurs modules, il faut nécessairement supposer Tun d'eux réduit 
à zéro, ii est clair qu'on peut tirer du théorème VII la conclusion sui- 
vante : 

Le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaires ne peut 
séK'unouir qu autant que Vune d* elles se réduit à zéro, 

TuÉouÈME Vlll. — Pour obtenir le quotient de deux expressions imagi- 
naires, il suffit de multiplier le quotient des expressions réduites qui leur 
correspondent par le quotient des modules. 

Démonstration. - Supposons qu'il s'agisse de diviser l'expression 

imaginaire 

p(cos6' -h V — ' sinô), 

dont le module est p, par la suivante 

p'(cos0'-t- V - I sinô')» 

dont le module est p'. Si l'on désigne par x le quotient demandé, 
X devra être une nouvelle expression imaginaire propre à vérifier 

l'équation 

p'(cos0'-i- V - I sinô')^ — p(cos0 -h y -- 1 sinô). 

Pour tirer de cette équation la valeur de j?, on multipliera les deux 
membres par le produit des deux facteurs 

-: , cos B' — J—\ sin ©', 

P 

et l'on trouvera de cette manière, en écrivant ^-, au lieu de p A' 

x~ ^ [cos(0 — 0')-h \'^ sin {9-9')]. 
P 

On aura donc en dernière analyse 

(16) -ri — v^ _^ / -r.|cos((?-5')4-v-isin(9-9')J; 

p\cos(5 -h V — I sm^ ) P 
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et, puisque, en vertu du Ihéorème IV, 

cos(0 — e') -t- \/^ siii(5 — 9') 

est précisément le quotient des deux expressions réduites 

cos6 + v*" ' sîn9, cos 8' + \/— i sin9', 

- il est clair que, après avoir établi la formule (i6), nous devons consi- 
dérer le théorème Vlll comme démontré. 

Corollaire. — Si dans l'équation (i6) on fait = o, elle donnera 

p'(cos6'-(-\/— I sinô') P 

TuÉORtuE IX. — Pouroùtenir la m'*'" puissance d'une expression ima- 
ginaire (m désignant un nombre entier quelconque), il suffit de multi- 
plier la m'*™ puissance de l'expression réduite correspondante par la 
m'*"" puissance du module. 

Démonstration. — En effet, si dans le théorème VII on suppose les 
expressions imaginaires 

p (cos5 + sl— I sin5 ), 
f5'(cos9'+v'— I sînù'), 
p'(cos6''4- \/— I sin5'). 



toutes égales entre elles et en nombre m, leur produit sera équivalent 
à la puissance m'""* de la première, c'est-à-dire à 

[p(cos9 + \/— ( sinS)]"*; 

et, comme dans cette hypothèse l'expression (i5) deviendra 

p'"(cosmô +vCri sinmô); 

on aura définitivement 

(i8) [p(cos9 + v'^sin9)]"3^p"(co8me-t-v'^8iD/M5). 

m«vret de C. — S. Il, t. U[. 23 
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L'expression réduite 

cosmO -4- v^— I sinmd 

étant égale (en vertu du théorème V) à 

( ces 6 -h v^^^ sine)'", 

il en résulte que, après avoir établi la formule (i8), on doit considérer 
le théorème IX comme démontré. 

Théorème X. — Pour élever une expression imaginaire à la puissance 
(lu degré — m (m désignant un nombre entier)^ il suffit de former les 
puissances semblables du module et de l'expression réduite, puis de mul- 
tiplier ces deux dernières l'une par l'autre. 

Démonstration, — Supposons qu'il s'agisse d'élever à la puissance 
du degré — /w l'expression imaginaire 

p (cos 9 -h v/— I sin 9 ), 

dont le module est p. On aura, en vertu de la définition des puissances 
négatives, 

[p(cos6-f-v^i sinô)] 



\—m 



[p(cosô-hv/— I sinô)] 



p'^(cos/n0-f- y/— i sinm9) 

Par suite, en ayant égard à la formule (17)» on trouvera 

[p(cos9-i- v^— I sinô)]"'"= — (cosmô — v^^ sinmô) 

r 

OU, ce qui revient au même, 

(^9) [p(cos9-H v/— I sin0)]"'"=p-'*(cosm9 — v/— i sinmô). 

Cette dernière formule réunie à l'équation (i3) fournit la démonstra- 
tion complète du théorème X. 
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§ III. — Sur les racines réelles ou imaginaires des deux quantités ■+- 1 , 
— i, et sur leurs puissances fractionnaires. 

Supposons que l'on désigne par m et n deux rfombres entiers pre- 
miers entre eux. Si l'on fait usage des notations adoptées dans le § I, 
les racines «"""• de l'unité, ou, ce qui revient au même, ses puis- 
sances du degré - seront les diverses valeurs de l'expression 

5^ = ((0)"; 

et, de même, tes puissances fractionnaires de l'unité, positives ou né- 
gatives, du degré — ou , seront les diverses valeurs de 

((1))^ ou ((.))"". 

On en conclura que, pour déterminer ces racines et ces puissances, il 
sutBt de résoudre, l'un après l'autre, les trois problèmes suivants. 

Problème l. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 
l'expression 

({'))"■ 

Solution. — Soit X l'une de ces valeurs; et, afin de la présenter sous 
la forme générale qui comprend à la fois toutes les quantités réelles et 
toutes les expressions imaginaires, supposons 

œ ^/■(co8( +v'^— 1 sinf), 

r désignant une quantité positive, et / un arc réel. On aura, d'après la 

définition même de l'expression ((■))". 

(I) x-^i 

ou, ce qui revient au même, 

/■" (cos/tt -i- \j— I s\nnt) = 1. 
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On tirera de cette dernière équation (à Taide du théorème I, § II) 

cos^i^ ^- V^— I sin /i^ = I , 
et, par suite, 

cos/i^ = i, sin/i^=ro, nt— zL2ki:, 

n 

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et / étant 
ainsi déterminées, les diverses valeurs propres à vérifier l'équation (i) 
seront évidemment comprises dans la formule 

(2) ;r zr cos ±: \J — I sui 

1 

En d'autres termes, les diverses valeurs de ((i))" seront données par 
l'équation 

(3) ((0) = cos it V— I sin — ^• 

n ^ Il 

Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproché du rapport -• 

La différence entre les deux nombres A, - sera tout au plus éjçale à -» 
en sorte qu'on aura 

k k' 

n II 

k' I 

— désijçnant une fraction égale ou inférieure à -> et, par suite, kf un 
nombre entier inférieur ou tout au plus égal à - • On en conclura 

2/:7r , . ik'i: 

= 2 ATT 3: ) 

n II 

aXrTT . / — . aA-TT ik'n _^ , — . a/r'r 

cos ±1 V — I sm = cos dt v — i sm 

n n n n 

Par conséquent, toutes les valeurs de ((i))" seront comprises dans la 
formule 

aXr'TT ^ / — . aXr'TT 

cos ih V — I sm > 

Il n 
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si Ton y suppose k" renfermé entre les limites o, -> ou, ce qui revient 

au même, dans la formule (3), si l'on y suppose k renfermé entre les 
mêmes limites. 

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le 
nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, -, sont res- 
pectivement 

o, I y 2, • • • , 



n — îi n 
» — 

2 2 



Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en général 

deux valeurs imaginaires conjuguées de l'expression ((i))", c'est- 
à-dire deux racines imaginaires de l'unité conjuguées et du degré n. 
Seulement, on trouve, pour k=o, une racine réelle -f-i, et, pour 

k= -* une autre racine réelle — i. En résumé, lorsque n est pair, 

l'expression 

admet deux valeurs réelles, savoir 



kl 



u — 1, 



avec n — 2 valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir 



3 TU / . 2 7: 

cos h V — ' sm — , 

n n 



47r / — . in 
, , , , cos -î^ — h V— I sin -^— » 
(4) / /* "^ n 



27r 



271 



cos V — I sin — , 

n n 



4?: 



. 47r 



cos v/— ' sm — > 

n n 



cos 



(n—2)i: j — - (/»~2)7r 
/* n 



cos 



(n — 2)71 



n 



— v^— I sin 



. (/i — 2)7r 



/i 



Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à n. 

Supposons, par exemple, /i = 2. On trouvera qu'il existe deux va- 
leurs de l'expression 

(('))i 
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ou, ce qui revient au même, deux valeurs de x propres à vérifier l'é- 
quation 



X^=: I 



et que ces valeurs, toutes deux réelles, sont respectivement 



!• — I. 



Supposons encore /i = 4* On trouvera qu'il existe quatre valeurs de 
l'expression 

((i)A 

ou, ce qui revient au même, quatre valeurs de x propres à vérifier 
Téquation 

Parmi ces quatre valeurs, deux sont réelles, savoir 

4-1, —I. 

Les deux autres sont imaginaires et respectivement égales, la pre- 
mière à 

cos — h V — I sin - = -4- i/— I , 

la seconde à 

cos V— I sm - — — l/— I . 

Corollaire IL — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que le 
nombre entier A peut recevoir, sans sortir des limites o, -, sont res- 
pectivement 

n — I 
o, I, 2. .... • 



Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (3) fournit en général 

deux valeurs imaginaires conjuguées de l'expression ((i))", c'est- 
à-dire deux racines imaginaires conjuguées et du degré n. Seulement, 
on trouve, pour ^ = o, une racine unique et réelle, savoir -f-i. En 
résumé, lorsque n est impair, l'expression 
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admet, avec la seule valeur réelle 

-M, 

n — I valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir 



3 7r / .2 7: 2 7r / — . air 

CCS h v — i sm — > CCS V — ' sm — 

n ^ n n ^ n 

^^ , ces hv— ism — » cos V— * sm — 

(5) { /î /* n n 



y 



9 



(n — i)Tr y . (/i — i)7r (/i — i)7r , . (/i — i)7r 

cos ^^ h V— I sm ^^ — y cos ^^ V — ' sm ^ — • 

/i n n ^ n 

Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à n. 

Supposons, par exemple, /i = 3. On trouvera qu*il existe trois va- 
leurs de l'expression 

((0)'", 

ou, ce qui revient au mémej trois valeurs de x propres à vérifier l'é- 
quation 



X^^=l\y 



et que ces valeurs, dont une est réelle, sont respectivement 

2 7r i .2 71 2 7r / . 2 71 

cos -«- H- V — J sm -^ > cos -r V — i sm -y- • 

De plus, le côté de l'hexagone étant, comme on sait, égal au rayon, et 
le supplément de l'àrc sous-tendu par ce côté ayant pour mesure -j-> 
on obtiendra facilement les équations 

i 

2 7r I . 2 7r 3* 

COS-^ = > Sm-5-=:H > 

3 2 3 2 

1 

en vertu desquelles les valeurs imaginaires de l'expression ((i))' se 
réduisent à 

, 3^ > — I 3* y — 

— ô"+-TV-'> ""ô— TV— '• 
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Corollaire JII. — n désignant un nombre entier quelconque, le 
nombre des valeurs, soit réelles, soit imaginaires, de l'expression 

((i))'*, ou, ce qui revient au même, le nombre des valeurs de x pro- 
pres à vérifier l'équation af= i restera toujours égal à n. 

Problème II. — Trousser les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 
l'expression 

((0)^. 
Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux, 

m 

on aura, d'après la définition même de l'expression ((i))'^, 

((!))" = L(('))-J ; 

puis, en remettant pour ((i))" sa valeur générale tirée de l'équa- 
tion (3), on trouvera 



((!))- =1 I CCS -^ ± v- I sin -^1 
et, par suite, 

(6) ((i))" izicos dzv— ism 

n II 



m 



Pour déduire de cette dernière formule toutes les valeurs de ((i))", 
il ne reste qu'à donner successivement à k toutes les valeurs entières 

comprises entre o et - • Soient if, k* deux de ces valeurs supposées 

inégales. Je dis que les cosinus 



m,2k'i: m.ik'Tz 

ces > ces 

n n 



seront nécessairement différents l'un de l'autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir égaux que dans le cas où les arcs qui leur cor- 
respondent seraient liés entre eux par une équation de la forme 



m.ik'Tz . , _^ m.^k"'!: 

z=:h a/iTT di > 

n n 
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h désignant un nombre entier. Or on tire de cette équation 

m{± k'^^ik") 



h- 



n 



Il faudrait donc, puisque m est premier à /i, que dtk àzk" fût divisible 
par /i, ce qu'on ne saurait admettre, attendu que, les nombres k\ k" 
étant inégaux, et chacun d'eux ne pouvant surpasser \n, leur somme 
ou leur différence est nécessairement inférieure à n. Ainsi, deux va- 
leurs différentes de k comprises entre les limites o et |/2 fournissent 
deux valeurs différentes de 



cos 



n 



On conclut aisément de cette remarque, que les valeurs réelles ou 

m 

imaginaires de l'expression ((i))" données par l'équation (6) sont en 

même nombre que les valeurs réelles ou imaginaires de ((i))" déter- 
minées par l'équation (3). De plus, comme on a évidemment 

I cos ±:s]—\ sin ] =i:cos(/n.aA:7t) -ùzsj— i 8in(m.aA-7r) := i, 



m 



il en résulte que toute valeur de ((i))" est une expression réelle ou 
imaginaire dont la puissance n équivaut à l'unité, par conséquent une 

valeur de ((i))". Ces observations conduisent à la formule 

(7) ((i))^=((i))% 

dans laquelle le signe = indique seulement que l'une des valeurs du 
premier membre est toujours égale à l'une des valeurs du second. 

Problème III. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 
l'exvression 

Solution. — On aura, d'après la définition des puissances négatives, 

m 

((')r^=-4. 

OXurre» </• C. — S. Il , t. III. a3 
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m 



puis, en remettant pour ((i))" sa valeur générale tirée de l'équa- 
tion (6), et ayant égard à la formule (9) du paragraphe précédent, 

m , g 

(8) ((i)) "^cos qpv— 'Sin 

/* n 



m 

H 



Il suit de cette dernière équation que les diverses valeurs de ((i)) 

m 

sont les mêmes que celles de ((1))", et par conséquent égales à celles 
1 

de ((i))". On a donc 

(9) ((I))"^ =((!))", 

le signe = devant être interprété comme dans l'équation (7). 
Corollaire. — Si l'on fait /n = 1 , la formule (9) donnera 

(10) ((!))"=((,))«. 

Supposons maintenant que l'on cherche les racines et puissances 
fractionnaires, non plus de l'unité, mais de la quantité — i. Les ra- 
cines /2>^«°" de cette quantité, ou, ce qui revient au même, ses puis- 
sances du degré -> seront les diverses valeurs de l'expression 

v^^ = ((-i)r; 

et de même, les puissances fractionnaires de — i, positives ou néga- 
tives, du degré — ou > seront les diverses valeurs de 



m m 

((-!))« OU ((-!))"«. 

En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances, il 
sullîra de résoudre l'un après l'autre les trois nouveaux problèmes 
que je vais énoncer. 

Problème IV. — Trouver les disperses valeurs réelles ou imaginaires de 
r expression 
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Solution. — Soit 

x = r{coit + v'— I 8in() 

l'unede ces valeurs, r désignant une quantité positive, et/ un arc réel. 

On aura, d'après la définition même de l'expression ((— i))', 

(n) x'^-^ 

OU, ce qui revient au même, 

r"(cosnf + <if^t sinnt) — — i. 

On tirera de cette dernière équation (à l'aide du théorème I, § II), 

cosni -Y- sj—i sxnnt = — I, 
et, par suite, 

COsnt=:—i, sinni — o, nt-=±{ik + 1)1:, 

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et / étant 
ainsi déterminées, les diverses valeurs de x propres à vérifier l'équa- 
tion (1 1) se trouveront évidemment comprises dans la Formule 



5— — — iy/— I sin ~ 



(la) 



En d'autres termes, les diverses valeurs de ((— i))" seront données 
par l'équation 

(,3) ((-,)r==cos^iA±0î±^37si„<îiL±i>î. 

Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproché du rapport 
La différence entre les deux nombres h, — sera évidem- 
ment une fraction de numérateur impair, inférieure ou tout au plus 
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égale à ^; en sorte qu'on aura 

2A--4-I , ^ a/r'-f- 1 
a /i 2 /i 

2^'+i désignant un nombre impair égal ou inférieur à n. On en con 
dura 

(aAr -4-i)7r , . (a A:' 4-1)7: 

=2A7t± > 

/t n 

(2A"-4-i)7r . , — ■ . (2/:-+-i)7r faAr' -4- i)tr . / — - . (2A:'-4-i)7r 
ces ^^ — ±. V — I sm ^ — = cos ^^ ± V — > sm ^^ ^ • 



Par conséquent toutes les valeurs de ((— i))'' seront comprises dans 
la formule 

cos ^ =t i/— I Rm ^— f 

si Ton y suppose 2^ -h i renfermé entre les limites o, n, ou, ce qui 
revient au même, dans la formule (i3), si l'on y suppose 2it -h i ren- 
fermé entre les mêmes limites. 

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que 2k 4- 1 
peut recevoir, sans sortir des limites o, /i, sont respectivement 



Pour chacune de ces valeurs de 2*4- i, la formule (i3) fournit tou- 

jours deux valeurs imaginaires conjuguées de l'expression ((— 1))". 
Par suite, cette expression, dans le cas que nous considérons ici, 
n'admet point de valeurs réelles, mais seulement n valeurs imagi- 
naires conjuguées deux à deux, savoir : 

cos- -hv— «sm-> cos- — V — ism-, 

n n n ^ n 

Stt / — . Stt Stc /^ . Stt 

cos hv— ism — ) cos V— ism — > 

(i4) ( /i n n n 



cos ^^ — h V — * sm ^^ —^ cos ^^ V— I sm ^ — 

/i ' n n n 
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Supposons, par exemple, 71=2. On trouvera qu'il existe deux 

valeurs de l'expression ((— i)) , ou, ce qui revient au même, deux 
valeurs de x propres à vérifier Téquation 



X^zzi — I , 



et que ces valeurs, toutes deux imaginaires, sont respectivement 

7C / , TT / 

cos~ H- V— I sm- != -t- V— '» 



ces s/— I sin - = — v^— I. 



Supposons encore /i = 4- On verra qu'il existe quatre valeurs de 

l'expression ((— i))^, ou, en d'autres termes, quatre valeurs de x pro- 
pres à vérifier l'équation 

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 

C0S7 ±v— ismv? 
4 • 4 

cos -7- ±: V — I sm -7- > 
4 4 

OU, ce qui revient au même, dans la seule formule 



Comme on a d^ ailleurs 



±cos7 ±v— *sm7- 
4 4 



7C . TT I 

COS -7 =Smy == -;=> 

4 4 y/a 



on trouvera définitivement 

((-l))^z=:d=l±i^V^=7. 



a« 2« 



Corollaire IL — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que 
2it -h I peut recevoir sans sortir, des limites o et w sont respective- 
ment 

I, 3, 5, . . ., n — a, /i. 
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Pour chacune de ces valeurs de a^ 4- 1, la formule (i3) fournit en gé- 

néral deux valeurs imaginaires conjuguées de l'expression ((— i))\ 
cVst-à-dire deux racines imaginaires de — i conjuguées et du degré n. 
Seulement on trouve, pour 2^ -h i = /i, une racine unique et réelle» 

savoir — i. En résumé, lorsque n est impair, l'expression ((— i))" 
admet, avec la seule valeur réelle 



— I 



n — 1 valeurs imaginaires conjuguées deux à deux, savoir 



71 



r 



. TT 



ces- -h V — I sin- > 
n n 

^^ , cos h v~ I sm — > 

(i5)/ n n 



TT 



. TT 



(/l — 2)7: } . 

cos ^^ h V — I sm 



. (/i — 2)7: 



n 



(OS- — V— I sin- > 
n n 

37r / . 3r 

cos a/— I sm — , 

n n 



COS ^ V -- ' sm ^ — 



n 



n 



Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à /i. 
Supposons, par exemple, /2 = 3. On trouvera qu'il existe trois va- 

leurs de l'expression ((— 1))', ou, ce qui revient au même, trois 
valeurs de po propres à vérifier l'équation 



jr* =: — I , 



et que ces valeurs, dont une est réelle, sont respectivement 



— I 



cos 



1 
3^ 



TT /--■ . TT » , •* / 



TT / . TT I 3* / 

cos -n — V — I sm ^ = ~ v — i . 

3 ^ 3 a 1 ^ 

Corollaire IIL — n désignant un nombre entier quelconque, le 

nombre des valeurs, soit réelles, soit imaginaires, de l'expression 

1 
((— 1))", ou, ce qui revient au même, le nombre des valeurs de x 

propres à vérifier l'équation or" = — i, restera toujours égal à n. 
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Problème V. — Trousser les dwerses valeurs réelles ou imaginaires de 
r expression 

m 

Solution. — Les nombres m et n étant supposés premiers entre eux, 

m 

on aura, d'après la définition même de l'expression ((— i))", 

m r 1 "1 m 

((-<))" = [((-'))"] ; 

puis, en remettant pour ((— i))" sa valeur générale tirée de l'équa- 
tion (i3), on trouvera 

(i6) ((-Or^cos y^ ±s/-ism 



m 



Pour déduire de cette dernière formule toutes les valeurs de ((— i))", 
il ne reste qu'à donner successivement à 2^-4- 1 toutes les valeurs 
entières et impaires comprises entre o et n. Soient 2^'-4- i, ak'-h- 1 
deux de ces valeurs supposées inégales. Je dis que les cosinus 

m(2k'-^ï)it m(2k''-h i)it 

ces — ^^ —, ces — ^^ 

n n 

seront nécessairement différents l'un de l'autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir égaux que dans le cas où les arcs qui leur cor- 
respondent seraient liés entre eux par "une équation de la forme 

m(aA:'-f- i)7r _^ , , m (2 k'' -h t) t: 

— ^ — ^=±2hT:dt — ^^ 1 

n n 

h désignant un nombre entier. Or on tire de cette équation 



r±(aA:'H-i)±:(2r-hi)l 



n 



Il faudrait donc, puisque m est premier à /i, que le nombre entier 

±.{2k'-^\)±:{2k''+i) 
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fût divisible par n, ce qu'on ne saurait admettre» attendu que, les 
nombres 2^4- 1, 2^' -h i étant inégaux, et chacun d'eux ne pouvant 
surpasser /i, leur demi-somme, et, à plus forte raison, leur demi-difle- 
rence, est nécessairement inférieure à n. Ainsi deux valeurs différentes 
de 2^ 4- 1 comprises entre les limites o et n fournissent deux valeurs 
différentes de 

m(aA--h Ott 



cos 



n 



On conclut aisément de cette remarque que les valeurs réelles ou ima- 

m 

ginaires de l'expression ((— i))" données par l'équation (16) sont au 

nombre de /i, comme celles de ((i))" et de ((— i))". De plus, comme 
on a évidemment 

[/w(aA^-+- Ott . y . m(aA--hi)tr"l'' 
cos ±1 V — I sm — ^ 

= cosm{2k-h 1)7: ± y/ — 1 8\nm(2k-{- 1)71= ( - i)'" = ± 1, 



m 



il en résulte que toute valeur de ((— i))" est une expression réelle ou 
imaginaire dont la puissance w*''"'* équivaut à dbi, par conséquent, 

une valeur de ((i))" ou de ((— i))". Cette rémarque conduit à l'équa- 
tion 

(17)* ((-'))^= ((«))% 

toutes les fois que (— 1)'"=: i, c'est-à-dire toutes les fois que m est un 
nombre pair, et à la suivante 

fn f 

(l8) ((-!))" z=((-l))", 

lorsque (— 1)'"= — i, c'est-à-dire lorsque m est un nombre impair. 
Ajoutons que l'on peut comprendre les équations (17) et (18) dans 
untî seule formule, en écrivant 

ff 

(19) ((-«)r =(((-! )"))". 
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Problème VI. — Trouver les diverses t^aleurs réelles ou imaginaires de 
l'expression 

m 

Solution, — On aura, d'après la définition des puissances néga- 
tives, 

m 

((-1))"-= — - 






m 



puis, en remettant pour ((- i))'' sa valeur générale tirée de Téqua- 
tion (i6), et ayant égard à la formule (9) du paragraphe précédent, 

(20) ((— i)) :=^cos q=v^-"»sm 



fi ' n 

m 



Il suit de cette dernière équation que les diverses valeurs de (( — 1)) " 

m 

sont les mêmes que celles de ((1))" ; on aura en conséquence 



m 



(21) ((—0) " — ((Or si m est pair 
et 

(22) ((—!)) "—((—0)'* si m est impair. 

A la place des deux formules qui précèdent, on peut se contenter 
d'écrire la suivante : 

(23) ((-!)) «:.:(((_,)'«))«. 

Corollaire. — Si Ton fait m — i, la formule (23) donnera 

(24) ((-I))~''L^((-I))". 

En terminant ce paragraphe, nous ferons remarquer que les équa- 
tions (3), (6), (8). (r3), (\Q>) et (20), à l'aide desquelles on déter- 
mine les valeurs des expressions 

\ m m 

((•))". ((I))", ((Of", 



m m 



((--or. ((-•))% ((-I)) ", 

OP.urrrs de C, S. Il, t. III. 24 
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peuvent être remplacées par deux formules. En effet, si l'on désigne 
par a une quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit 
fractionnaire, la valeur de ((i))** déterminée par l'équation (3), (6) 
ou ((S) sera évidemment 

(2.*)) ((i))''ziz cosaA-OTT =t v^— I sinaX'aTT, 

tandis que la valeur de ((— i))" déterminée par l'équation (i3), (iG) 
ou (20) sera • 

(26) ((— i))" — cos(-2Ar-4- i)a7r :± v^~' ' sin(2/r-h Oair. 

Dans les deux formules précédentes, on peut prendre pour k un 
nombre entier quelconque. 

§ IV. — Sur les racines des expressions imaginaires et sur 
leurs puissances fractionnaires et irrationnelles. 

Soit 

une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours trouver 
(voir le § II) une valeur positive de p et une infinité de valeurs réelles 
de propres à vérifier l'équation 

(1) ot -h 6 V — I - p( cosô -h V - I sin(/). 

Cela posé, concevons que l'on désigne par m et n deux nombres en- 
tiers premiers entre eux. Si l'on fait usage des notations adoptées 
dans le § I, les racines /2'^'"«» de l'expression a -f- 6 y— i , ou, ce qui 

revient au même, ses puissances du degré -, seront les diverses va- 
leurs de 



W a H- 6 v -^ ; :-_ (^(«4-6 s/- 1))"; 

et, de même, les puissances fractionnaires de a -+- 5 V ^ positives ou 
négatives, du degré — ou , seront les diverses valeurs de 



m m 



('(a -4- 6 V '-'))'* ou ((oi-i-esf-i)) 
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En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances, il 
suffira de résoudre l'un après l'autre les trois problèmes suivants : 

Problème I. — Trouver les diverses valeurs de l* expression 

^(« + 6v'=7))". 

Solution. — Soit 

X =: /(cos^ H- y/— i sin^) 

l'une de ces valeurs, r désignant une quantité positive et / un arc réel. 



On aura, d'après la définition même de l'expression ((a -f- êy^— i))", 

('>0 x*^"i OL -f-6v/^^:=p(cos9 4- v'— I sin^), 

ou, ce qui revient au même, 

r"(cos/i/H-v^— I sinAi^) =: p(cos0-+- v — i sin^*). 
On tirera de cette dernière équation, à l'aide du théorème I, § II, 



r^ = p, 



cos/i/ -h V — I sin/i/ = cosÔ "+" V "~ * ^^^^ 

et, par suite, 

r-=^f, 

cosAi^ ^ cosC^, sin/i/=i sin0, /i/ = dt 2Xr7r, 

_ Ô it: 'xk'K 

t — — ) 

II 

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r et / étant 
ainsi déterminées, les diverses valeurs de x propres à vérifier l'équa- 
tion (i) seront évidemment comprises dans la formule 



X - : p" ( COS h 



, . B±: 'xkizX 

\ — I sm — 

il I 

:i= p" ( COS — h V — I sin - 1 ( COS ±: \/— i sm ) 



OU, ce qui revient au même, dans la suivante : 

(3) x z:^ p'' f ces - -i-v''-^sin-V(Or- 

\ n ' n) 
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1 

En d'autres termes, l'expression ((a-i-6\' - i))'\ aussi bien que 
1 

((i))" 9 admettra n valeurs différentes déterminées par l'équation 

{.\) (('a-i-€v'^ i))''^P"(c«s- -hv' isin-)((i)r. 

Corollaire I. — Supposons n -- 2; on trouvera qu'il existe deux va- 
leurs de l'expression 

ou, ce qui revient au même, deux valeurs de x propres à vérifier 

l'équation 

x'— a -h 6 y- I - p(cos^ -h y - i sin^X 

et que ces deux valeurs sont comprises dans la formule 

-P (cos^ -f-V ism J. 

* 

Corollaire II. — Supposons encore /i -r 3; on trouvera qu'il existe 
trois valeurs de Texpression 

((a^6v^"-iy)\ 

1 

ou, ce qui revient au même, trois valeurs de x propres à vérifier 
Téquation 

et que ces deux'valeurs sont respectivement 

p* i cos Q -t- V I sm T l> 

p* I cos 5 -^ V ' ^*" ^ ) ( c^s -. -^ V I sm ^- I 

-^ / -\- 27: I - . ^-f- 5i7r\ 
-_ p* ( cos — .. h V - 1 sin — — u 

p' I cos ^ 4- V — ' ^*" 3 ) ( ^^^ li V - ' ^>" -f ) 

4/ 6 -- •?:: / - . ô — 'îTTv 
— pMcos —. hv I sin - — )• 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE VIL 189 

Corollaire III. — Supposons enfin « — 4; on trouvera qu'il existe 
quatre valeurs de l'expression 

ou, ce qui revient au même, quatre valeurs de x propres à vérifier 

l'équation 

o?^— a -H 6v^- I — p(cos0-+- \f— I sinô), 

et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 



1/ Q ,~- , e\ 

±i p* ( cos j -H V— ï sin y U 
=b p* sm 7 — V - I cos 7 

\ 4 4 



Problème II. — Trouver les diverses valeurs de T expression 



m 



Solution. — Les nombres met n élant supposés premiers entre eux, 



tn 



on aura, d'après la définition même de l'expression ((an- Sy— 0)"» 

m r il"' 

((a-Hêv/:=r,))''^_[((:, + 6v'--.)Vj ; 

i 

puis, en remettant pour ((a-f- Sy^— i))" sa valeur générale tirée de 
l'équation (4)t on trouvera 



mm, r, /\\ m 



(5) ((« + ês/~0)" = P"(cos"^^ +v'--ïsin^^-)((0)". 



m 



Corollaire /. — Si dans l'équation (5) on remet pour ((i))" sa va- 
leur tirée de la formule (G) (§ III), on obtiendra la suivante : 



m m 



(6) (( a-4- by/— i;)"i_-p" cos h v - i sin - — 



n 



Problème III. — Trouver les diverses valeurs de V expression 



m 



((» + G^/"])) ". 
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Solution. — On aura, d'après la définition même des puissances né 
gatives, 

m 

(■(«4-6v^i))""=^ î 



m> 



((«-Hev/-.))" 



m 



puis, en remettant pour ((a -^ Ç\ -- i))" sa valeur tirée de l'équa- 
tion (G), et ayant égard à la formule (17) du § II, on trouvera 



m 



(('« + 6 y/-,)) " 






m 



r»0 :- - . mO\ ( m.^kT: , . PLikit 



- - . mO\f 



- p " { cos V ~" ' sm — Il cos ip v^— I sm 



n n / \ n n 



ou, en d'autres termes. 



( 7 ) ((a -h 6 V -"i))" 'î ^::^ p" « (cos ^^ - v'- I sin ^ j{(i))" ". 

Corollaire L — Si l'on fait m = i, l'équation (7) donnera 

( 8 ) ((a H- 6 y'- i))~ '■' zr, p" " (cos ~ - V ' - ' sin j\ {(i ))" ''. 

Après avoir fixé, comme on vient de le faire, les diverses valeurs 
des quatre expressions 



1 m 



((«^.6^/-_".))", ((«^6^/11,))", 



m 



((a + Sy/ -1)) ", ((a + 6v' -.)) \ 

on reconnaîtra sans peine que les équations (4), (5), (8) et (7), à 
l'aide desquelles on détermine ces valeurs, peuvent être remplacées 
par une seule formule. Si l'on représente para une quantité positive 
ou négative dont la valeur numérique soit fractionnaire, la formule 
dont il s'agit sera 

(9) ((a 4- 6 v^ "^jr -- p^(cosaO 4- v - î s'inaO) ((i))«. 
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Dans les calculs qui précèdent, p désigne toujours le module de 
l'expression imaginaire aH-Sy^— i, c'est-à-dire la quantité positive 
ya^-f-ê^, et 6 l'un quelconque des arcs propres à vérifier l'équa- 
tion (i) ou, ce qui revient au même, les équations (4) du § II, savoir 

l cosO— -^__- -> 
\ y a* H- 6» 

(lO) ^ 

Sin0rr:-A^--. 

En divisant ces deux dernières l'une par l'autre, on en conclura 

(il) lang^— -• 

a 

Par suite, si l'on nomme ^ le plus petit arc, abstraction faite du signe, 

ê 

qui ait pour tangente -> ou, en d'autres termes, si l'on fait 

(12) Ç — arclang-j 

ce 

on trouvera 

(i3) . iang0 = tangÇ. 

Cela posé, il deviendra facile d'introduire au lieu de l'arc 6, dans les 
diverses formules rapportées plus haut, l'arc C dont la valeur est com- 
plètement déterminée. On y parviendra, en effet, par les considéra- 
tions suivantes. 

Les arcs 6 et 2^, ayant la même tangente, auront aussi, abstraction 
faite du signe, le même sinus et le même cosinus ; et, comme d'ailleurs 
l'équation (i3) peut se mettre sous la forme 

sinÔ _ sinÇ 
COS0 ~ cosÇ' 

il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en même temps ou 

(i4) cos0=rcosÇ, sin0:-sinÇ 

ou bien 

(i5) cosÔ = — cosÇ, sin9=:— sinÇ. 
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De plus, la valeur de cosO déterminée par la première des équa- 
tions (ïo) étant évidemment de même signe que a, tandis que Tare s 

compris entre les limites — ^> -h - a toujours un cosinus positif, il 

en résulte que, des équations (i4) et (i5), les deux premières sub- 
sisteront, si a est positif, et les deux dernières, si a est négatif. Voyons 
maintenant à quoi se réduisent, dans ces deux hypothèses, les for- 
mules (i) et (9). 

Si d'abord on suppose a positif, les équations (10) pourront être 
remplacées par les équations (i4)» ^t 'on déduira de celles-ci une 
infinité de valeurs de 0, parmi lesquelles on doit remarquer la sui- 
vante : 

(16) 0^-^. 

Lorsqu'on fait usage de cette valeur, les formules (i) et (9) deviennent 
respectivement 

(17) (X'\'^\- — I ^p(cosÇ-hv - I sinC), 

(18) ((a-h6v- i))'' -p«(cosa:-hV-'î'sina;)((0)''. 

Si l'on suppose en second lieu a négatif, les équations (10) pour- 
ront être remplacées par les équations (^i5), desquelles on déduira, 
entre autres valeurs de 0, • 

(19) ' (?==:?: h-t:. 

Par suite, on pourra, dans cette hypothèse, aux formules (1) et (9) 
substituer celles qui suivent : 

(20) a H- 6 V - I — — p(cosî -h V — ' sinÇ), 

(21) < — p«[cos(aï-har) -»r\'--\ sin(aC 4-^7: )]((!))'' 

' — p«(cosrtÇ 4- V - I sineiÇ;)(cosa7: h- y — 1 sinaTi) ((i))". 

Si l'on fait en particulier a-f-6\ — i~ — i, c'est-a-dire a = — f, 
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6 = 0, on trouvera 

Ç = arc tang = o, 

et la formule (21) deviendra 

(22) ((— i))«=z (cosaTT -H v^-— I sinaTr) ((i))*". 

Il en résulte qu'on aura généralement dans l'hypothèse admise 

(23) ((a -h e\f^)y= p«(cosaÇ -h \f^ sma^) ((— I))^ 

En réunissant aux formules (17), (18), (20) et (23) les équations (25) 
et (26) du § III, on obtiendra définitivement les conclusions suivantes. 
Soient OL-hSyJ— i une expression imaginaire quelconque, a une 
quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit fraction- 
naire, et k un nombre entier choisi arbitrairement. Si Ton fait, de 
plus, ^ 

, 6 

(24) p =z v/a* -i- ê* , Ç rr arc lang - > 



on aura, pour des valeurs positives de a, 

a -h 6v/— 1 — p(cosC4-v/— I sinÇ), 
(25) { ((a-h6v/^))^=p«(cosa?:H-V^^sinaÇ)((i))«, 



((i))«=r cos2A:a7r ± y/— i sin2A*a7r, 

ei, pour des valeurs négatives de a, 

a4_6y/Z.i ~— p(cosÇ-+-v^— I sinÇ), 
(26) { ((aH-6y/Zrï))« — pa(cosaÇ-f-v/^sina5:)((— i))«, 

((— i))«=icos(2A- -h la?:) zb v^^^ sin(2A" -r- la;:). 

On doit ajouter que, si l'on désigne par n le dénominateur de la frac- 
tion la plus simple qui représente la valeur numérique de a, n sera 
précisément le nombre des valeurs distinctes de chacune des expres- 
sions 

((!))«, ((-!))«, ((«-^6v^:=l))% 

et que, pour déduire ces mêmes valeurs des formules (25) et (26), il 

Œuvres de C — s Al, l. UI. 25 
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suffira d'y substituer successivement, au lieu de 2k et de 2^ -f- r , tous 
les nombres entiers qui ne sortent pas des limites o et n. 

Si la valeur numérique de a devenait irrationnelle, chacune des 
expressions réduites 

cos(2A' -H laiz) it V^— ï sin(2Xr-h i ar), 

aurait un nombre indéfini de valeurs correspondantes aux diverses 
valeurs entières de k; et, par suite, on ne pourrait plus admettre dans 
le calcul les notations 

à moins de considérer chacune d'elles comme propre k représenter 
une infinité d'expressions imaginaires distinctes les unes des autres. 
Pour éviter cet inconvénient, nous n'emploierons jamais les notations 
dont il s'agit que dans le cas où la valeur numérique de a sera frac- 
tionnaire. 

Parmi les diverses valeurs de ((f))^» il en est une toujours réelle et 
positive, savoir, 4-1, que l'on indique par la notation (r)" ou i**, en 
faisant usage de parenthèses simples, ou même les supprimant entiè- 
rement. Si l'on substitue cette valeur particulière de ((1))" dans la 
seconde des équations (25), on obtiendra une valeur correspon- 
dante de 

((«^6 /--[))% 

que l'analogie nous porte à indiquer, à l'aide de parenthèses simples, 
par la notation 

C'est ce que nous ferons désormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, et les quantités p, J^ déterminées par les équations (24)» 

(27) (« -t- 6 v/— 1)*= p''(cosaÇ -f- v^i sinaC). 

Cette dernière équation ayant lieu toutes les fois que la valeur numé- 
rique de a est entière ou fractionnaire, l'analogie nous conduit encore 
à la considérer comme vraie dans le cas où cette valeur numérique 
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devient irrationnelle. En conséquence, nous conviendrons de dési- 
gner par 



le produit p'*(cosa^-+-v^— i sinaO»dans le cas où a sera positif, quelle 
que soit la valeur réelle attribuée à la quantité a. En d'autres termes, 

si l'on désigne par ^ un arc compris entre les limites > -h -> on 

aura, quel que soit a, 

[p(cosî -h V— » sinï)J''=p«(cosaÇ;-+- v^— i sin^C). 

Si dans l'équation précédente on fait p = i, elle deviendra 

(28) (cosî 4- \!— I sinï)''=z cosflrÇ-f-y/— i sinaj. 

Cette dernière formule est entièrement semblable aux équations (10) 
et (i4) du § II, avec cette seule différence qu'elle subsiste uniquement 

pour des valeurs de X, comprises entre les limites > -f- -> tandis 

que les équations dont il s'agit s'étendent à des valeurs quelconques 
de ô. 

Lorsque la quantité a devient négative, on ne voit plus, même en 
supposant fractionnaire la valeur numérique de a, quelle est celle des 

valeurs de l'expression ((a -h êv^— i))** que l'on pourrait distinguer 
des autres et désigner par la notation 

(a -h ^sf^iy. 

Mais alors, — a étant une quantité positive, il est facile d'établir, pour 
des valeurs quelconques de a, la formule 

(29) (— a — Sy/— i)"*— p'*(cosaÇH- v^ 1 sinaÇ). 

Nous terminerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas 
où la valeur numérique de a devient fractionnaire, les formules (27) 
et (29) réduisent les équations (18) et (23) à celles qui suivent 

(30) ((a^6y/Z:,))«^(«^6^/Zr7)-((,))a, 
(3,) ((«^6v/^.))-=(_«-6v/^r((~i)r, 
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l'équation (3o) ayant lieu seulement pour dos valeurs positives Je la 

quantité a, el l'équation (3i) pour des valeurs négatives de la même 

quantité. 

§V. — Applications des principes établis dans tes paragraphes précédents. 

Nous allons appliquer les principes établis dans les précédents pa- 
ragraphes à la résolution de trois probibmcs'sur les sinus et cosinus. 

PhoblAmf. I. — Transformer sinm? et cosms (w désignant un nombre 
entier quelconque ) en un polynôme ordonné suivant les puissances ascen- 
dantes et entières de sins, ou du moins en un produit formé par la multi- 
plication d'un semblable polynôme et de coss. 

Solution. — Lorsque dans les équations (12) du § 11 on remplace Irs 
puissances paires de cos= par des puissances entières de i — sin'=, 
ces équations deviennent, pour des valeurs paires de m. 





cosm 


'-- 


1-aiii'» 


"_ "ii_ 


-,-■'- 
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et 
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valeurs impaires 
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Si Ton développe les seconds membres des quatre formules précé- 
dentes, ou du moins les coefficients de cos5 dans ces seconds mem- 
bres, en polynômes ordonnés suivant les puissances ascendantes et 
entières de sins, on trouvera, pour des valeurs paires de /w, 



cosmj ~ I i — 1 sm'5 

I V 2 2 



(I) 



sin*:; — . . . J ; 



m {m — 2)r(/;i — i)(/?î — 3) m — \ 3 3. il . . 

—7. 7 1 1 7 sm*s — . . ., 

!..> L ^-4 2 2 2.4J 

\m . m( m — 2) / m — i 3 \ . , 
sinm^ =z C0S5 — sni5 ^ h - sm's 

( l I .3 \ 2 2/ 

m (m — 2) (m — 4)r('^* — 0(''* — 3) m — i 5 5.3 
1.3.5 L ^-4 2 2 2.4 

et, pour les valeurs impaires de m, 

I. m — I / m I \ . . 
I ( h - ) sin^z 
I \2 2/ 

(m — i) {m — 3) V m (m — 2) m 3 3.11 . , J 

-\ — ^^ — 7 1 i T sm^5 — . . . , 

1.3 I 2.4 3 2 2.4J ) 

m . m(m — i)/m — 2 3\ . , 

sinmz = — sm5 ^z ( h - ) sm*^ 

I 1.3 V 2 2/ 

m(m — i)(/n — 3)r(m — 2)(/w — 4) w — 2 5 5.31 . , 
1.3.D L ^'4 2 2 2.4J 

Les équations (i) et (2) comprennent évidemment la solution de la 
question proposée. Il ne reste plus qu'à les présenter sous la forme la 
plus simple. Pour y parvenir, il suffira d'observer que le coefficient de 
chaque puissance entière de sinz renferme généralement une somme 
de fractions à laquelle l'équation (5) du Chapitre IV (§ III) permet de 
substituer une fraction unique. Par suite de cette réduction, \e% déve- 
loppements de C0S/W5 et de sin/wz deviendront, pour des valeurs paires 
de /w, 

\ C0S//I3— i sm*5-h ^^ 7ç—, ^sm^5 

1 1.2 I .2.3.4 

(3) < 

i {m -\- [\)(m'\-2)m,m{m — 2){m — ^) , . 

\ 1.2.3.4.5.6 



198 COURS D'ANALYSE. 

et 



i smmz z=cos;; — sine — — — ^ sin'e 

1 I I 1.2.3 

ff -j -j f ^ ^'" '^ — • • • I » 



et, pour des valeurs impaires de m. 



4 



(m -h i) (m — i) . , 

COS/715 -- C0S5 I I sin'5 

I .2 

(5) 



(/Il -+- 3) (/n -»-i)(/w — i) (»i — 3) . . 

-+- —-—. — — ^sin*5 — 

1 . .A . 3 . 4 



...J. 



/n . (m ~hi) m(m — i) . . 
sinmc = — sin5 n sure 

I J .2.3 



(6) < 

(m -h3)(m -\- t)m(m — i)(m —ô) . _ 

Corollaire L — Si dans l'équation (3) on fait successivement 

m r=i'2, m =: 4, //I =: 6, . . . , 

on obtiendra les suivantes : 

C0S25=1 — 2SÎn'-5, 

cos45 = i— 8sin*5-+- 8sin*5, 

(7) 1 

cosô:; = I — i8 sin'5 -h 48 sin*5 — 32 sin*c, 



Corollaire IL — Si dans Téquation (6) on fait successivement 

m =: I , //I m 3, m :— 5, . . . , 

on en tirera 

sin z :rz sins, 
, sin 35 = 3 sine — 4sin*5, 
sïnSz — 5 sine — 20 sin'e 4- 16 sin*5, 



Problème II. — Transformer sinm^ et cosmz (m désignant un nombre 
entier quelconque) en un polynôme ordonné suii'ant les puissances ascen- 
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danies et entières de cos5, ou du moins en un produit formé par la mul- 
tiplication d*un semblable polynôme et de s\nz. 

Solution. — Pour obtenir les formules qui résolvent la question pro- 
posée, il suffît de remplacer, dans les équations (3), (4)» (5) et (6)» 

z par 5, et d'observer en outre qu'on a, pour des valeurs paires 

de /w. 



cosi — " — mz ) = (— i)* cosm^, 



sm ( m^j — (— i)' smm^; 



et, pour des valeurs impaires de m^ 

COsI m5j=r(— i) ' sm/Ww, 

m5J=( — l) ' C0S/M5. 

On trouvera de cette manière, si m est un nombre pair. 



/ m 

i (— l)*C0Sm5=: I cos-5f+- ^ ■ ., ^ ' C0S*5 

(9) 



m. m . (m -h 2)m,m(m — a) . 

1 .2.3.4 



(m -h ^) (m -i- 2)m.m(m — 2) (m — 4) « 



I .2.3.4*5.6 

(m-4-2)/n(/w— 2) 



ces' 



cos*:; 



l (— l)* Sm/WCrrrsm^ — C0S5 :r- 

(ïo)< ... 

4-2)/n(m — 2)(/M — 4) 5 1. 

;; ^ ces 5 ^— ... 1^ 

.4.5 J 



(m 4- 4) (/n -+- 2) /n(m — 2) (m — 4) 
-\- ' ~- ' , . — — ces* s 



et, si m est un nombre impair. 



1' ^^^ r 

l(— i) * sinm5=isin5 I — 

II) < L 

J (m-f-3)(m_-i-i)(m~-i)(m-3) , 1 

( "^ rQr.34 cos^-...j. 



( //i-hi)(m — i) ^^^^^ 
cos' z 

y , , . 1.2 

(il) 



/ ,-r- m (m-i- i)/n(m — i) 
(-1) * cosmsni — coss— ^ — -C0S'-3 

(12) ' ' '-^-^ 



(/n-4-3)(/w-+-!)/n(m — i)(m — 3) 

^ ~ j \ ^^ cos*5 

I ^2.3.4*0 
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Corollaire I. -- Si dans la formule (9) on fait successivement 

m = 2f m =n 4, //l nr 6, . . . , 

on obtiendra les suivantes ; 

— C0S33 = I-- aco8*-s, 

, COSl{Z=:i — 8C0S*3-h 8C0S*5, 

( * '^ ) 1 

— COS65 = 1 — 18 cos*5 -h 48 cos*5 -— Sa cos*5, 



Corollaire IL — Si dans Téquation (12) on fait successivement 

m 3r. I , m =1 3, m i=z5f . . . , 

on en conclura 

/ ces 5= C0S5, 

\ — cos35 = 3cos5 — 4 ces* 5, 

(i4) { 

CCS 53 = 5 coss — 20 C0S*5 -+- 16 C0S*5, 



Problème III. — Exprimer les puissances entières desiins et de coss en 
fonction linéaire des sinus et cosinus des arcs 5, 25, 35, .... 

Solution. — On résout facilement ce problème, en ayant égard aux 
propriétés des deux expressions imaginaires conjuguées 



C0S5 4- v'— 1 siri3, cos^ — v^ — I sin5. 
Si Ton désigne la première par w, et la seconde par ^, on aura 



En élevant les deux membres de chacune des équations précédentes 
à la puissance entière du degré m, les divisant ensuite par 2 ou par 
2 v^— I , puis effectuant les réductions indiquées par les formules 

=C0S/i5, ^„_rrr :=: Sm/I5, 

2 2 Y — I 

dont les deux dernières subsistent pour des valeurs entières quel- 
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conques de n^ on trouvera, si m représente un nombre pair, 



1 '^ / \ 

2*"-* co8'"« ■=^ cosm5 H cosv^m — i.z) 



m{m — i) / -T \ 

^ 5^ ^cos(m — 4.5^ 

(i5) i '-^ 

^ m(m~i)...^^H-ij 



2 ^ 

2 



m 

m 



(— i)* 2'"-* sin'"5 r=cosmz cos(m — 2.5) 



(16) 



— ^^ ' cos( m — 4.s) — 

1.2 ^' ^ 



2 m 

I «2*d* . • 

2 



et, si /w représente un nombre impair. 



m 



^m-i cos*":; — cosms h cos(m — 2.5) 



(17) 



-^ 1 ^ cos(/n — 4»5) ^-. 



1 .2 



//i(//i — i) . . . 



2 

-C0S5, 



(18) 



I*2«0» • • ^~~"^~~^~ 



w — 1 

(— i) ' 2'""' sin'"5 = sin/n5 sin(/n — 2.5) 

m{m — i) . / 7 \ 

H ^^ ^sm( m — 4«5) — . . . 

1.2 ^ ^ 

m -+- 3 



/n(/n — i). . . 



2 m — I 



-sm^. 



Corollaire L -- Si dans la formule (i5) on fait successivement 

m = 2, /n = 4, /n = 6, ..., 

OKuvrrê de C. — S. Il, t. III. 26 
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on en conclura 

(' acos'5 = co83j + 1, 
8cos*3^cosi- + Acosas ■+■ 3, 
J 3a cos*3 = cos6s -i-6cos4s+ i5cosas + lo^ 

On arriverait aux mêmes équations, si l'on cherchait à déduire des for- 
mules (i3) les valeurs successives de 

cos'3, cos';, cos'î, . . . 

en fonctions linéaires de 

cosas, co94^, cosôs, 

Corollaire U. — Si dans la formule (i6) on fait successivement 



on obtiendra les équatioi 



ll'3;:rC0Sa3 — I, 

in'»^cos4ï — 4cos3s + 3, 

II'; t^cosGs — 6cos4- + r 5 cos ai — lo. 



que l'on pourrait également déduire des formules (7), par l'élimina- 

(ion des quantités 

sin*3, sin*5, siii'= 

Corollaire lîï. — Si dans la formule (17) on fait successivement 
on en conclura 



4 cos* 3 — cos 3 3 -H 3 C09 :, 

6 cos' -s — cos 5: -H à cos 3 s -t-iocos», 
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On arriverait aux mêmes équations, si l'on cherchait à déduire des 
formules (i4) les valeurs successives de 

C0S5, cos'«, cos*^, ... 

en fonctions linéaires de 

C0S2, COS^Z, C0S5;S, 

Corollaire IV. — Si dans la formule (i8) on fait successivement 

/wi=zi, /wzz3, /n:=i5, •••> 

on obtiendra les équations 

sin2 = sin^, 
— 4sin'5 = sin35 — 3sin5, 

(22) { 

i6sin*5r= sin55 — 5sin3^ -+-iosin5, 



que Ton pourrait également déduire des formules (8) par Télimina- 

tion des quantités 

sîn^, sin'^, sin'^, 
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CHAPITRE Vni. 



DES VARIABLES ET FE8 FONCTIONS IMAGINAIRES. 



§ I. — Considérations générales sur les variables et les fonctions 

imaginaires. 

Lorsqu*on suppose variables les deux quantités réelles u, s^, ou au 
moins l'une d'entre elles, l'expression 



£1 -h t» 1/ — I 



est ce qu'on appelle une variable imaginaire. Si, de plus, la variable u 
converge vers la limite U et la variable v vers la limite V, 

U -4- V v^^=^ 
sera la limite vers laquelle converge l'expression imaginaire 

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 
donnée, après avoir été considérées comme réelles, sont ensuite sup- 
posées imaginaires, la notation ii l'aide de laquelle on exprimait la 
fonction dont il s'agit ne peut être conservée dans le calcul qu'en 
vertu de conventions nouvelles propres à fixer le sens de cette nota- 
tion dans la dernière hypothèse. Ainsi, par exemple, en vertu des 
conventions établies dans le Chapitre précédent, les valeurs des nota- 
tions 

a 
a -^ Xy a — Xy aXy — 

X 

se trouvent complètement déterminées dans le cas où la constante a et 
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la variable x deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idées, 
que, la constante a restant réelle, la variable x reçoive la valeur ima- 
ginaire 

a -f- êv^— I =p(cos9 -h v/— I sinô), 

a, 6 exprimant deux quantités réelles qui peuvent être remplacées par 
le module p et Tare réel 6. On conclura du Chapitre VII (§§ I et II) que 
les quatre notations 

a 

X 

désignent respectivement les quatre expressions imaginaires 

a -+- p cos9 -h psin^y/— I, 



a — p ces 9 — p sin ^ \^— i , 



a p ces 9 -f- a p sin y/— i, 



a ^ a 



- ces B sin 9 v'^-ï» 

9 P 

ou, en d'autres termes, les suivantes : 

a -h a -h 6\/ — I , a — a — 6 y/ — i, a «-{-a S y/ — i, 

a a a6 / 

En général, on fixera sans difficulté, par le moyen des principes établis 
dans le Chapitre VII, les valeurs des expressions algébriques dans les- 
quelles plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liées 
entre elles par les signes de l'addition, de la soustraction, de la mul- 
tiplication ou de la division; et Ton reconnaîtra sans peine que ces 
expressions conservent toutes les propriétés dont elles jouiraient si 
les variables et constantes qui s'y trouvent comprises étaient réelles. 
Par exemple, si l'on désigne par 

X, y, z, . . . , M, r, «', . . . 

plusieurs variables soit réelles, soit imaginaires, on aura, dans tous 
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les cas possibles, 



(0 



( 



x-i-y-f-5-h... J? y 



u 



u 



u u 



* • • 9 



X y z xyz. . . 

- X - X - X . . . = — - — > 



VX V 

— = - X X, 



/ u\ u u 

! UJ 



Considérons maintenant la notation 

ê 

dans le cas où, la constante a restant réelle, la variable x obtient la 
valeur imaginaire 

a -H 6 y/— I =p(cosÔ4- v^— I sinô). 

Si l'on prend pour a une quantité dont la valeur numérique soit un 
nombre entier /n, cette même notation, savoir 

X* = X^*^y 

aura, pour des valeurs réelles quelconques de a et de S, une significa- 
tion précise. Elle représentera l'expression imaginaire 



p'*cos/wî> -h p'"sin/n6'v'^— i , 



si a == -r m, et la suivante 



p-'" CCS mO — p-*» sin m 9 y/— i , • 

si a = — m [(voirie Chapitre VII, § II, équations (i8) et (19)]. Mais, 
toutes les fois que la constante a recevra une valeur numérique frac- 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE Vlll. 207 

tionnaire ou irrationnelle, la notation 

n'aura plus de valeur précise et déterminée, à moins que la partie 
réelle a de l'expression imaginaire x ne soit positive. Si dans ce cas 
particulier on fait 

Çznarctang-, 

Tare X, restera compris entre les limites > 4- -; et, en écrivant x 

au lieu de a -+- S^— i dans le § IV du Chapitre VII [(équations (17) et 
(27)], on trouvera 

X =p(cosÇ-h v^— I sinÇ), 
a?«=: p^(cosaÇ -h v^— I sinaÇ), 

en sorte que la notation af désignera l'expression imaginaire 



p« cosaC -4- p^ sinaÇ y/— 1 . 

Il suit encore des conventions et des principes ci-dessus établis 
(Chap. VII, §§ III et IV), que, pour une valeur numérique fraction- 
naire de la constante a, la notation 

représente à la fois plusieurs expressions imaginaires, dont les valeurs 
sont données par les deux formules 



((j?))« = a7«((i))«, ((i))«=icos2^a7r±v— I sin2A'a7r, 

lorsque la partie réelle a de l'expression imaginaire a? est positive, et 
par les deux suivantes 

((a:))«=(-^)-((-I))^ 



((— 0)''= cos( a ^ 4-1)07: div^—i sin(2A' -h i)a7r, 

lorsque la quantité a devient négative [(voir, à ce sujet, dans le § IV du 
Chapitre VII, les équations (25) et (26)]. La même notation ne peut 
plus être employée dans le cas où la valeur numérique de a devient 
irrationnelle. 
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Les expressions de la forme 



X 



a 



conservent les mêmes propriétés pour des valeurs réelles et pour des 
valeurs imaginaires de la variable, tant que l'exposant a pour valeur 
numérique un nombre entier; mais ces propriétés ne subsistent plus 
que sous certaines conditions dans le cas contraire. Soient, par 
exemple, 

X --r a -h 6 \ ''— I , y :^ a' -h 6' \J^ i , 5 =^ a" n- 6" sf— 1 , 

plusieurs expressions imaginaires, qui se réduiront à des quantités 
réelles si 6, 6*, 6" s'évanouissent. Désignons, en outre, para, 6, c, ... 
des quantités réelles quelconques, dont les valeurs numériques soient 
fractionnaires ou irrationnelles, et par m, m', m", . . . plusieurs nom- 
bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes établis 
dans le Chapitre VII; 



^f»nt >yin fy/H — nvtni-t-ni ^nt +••• 

t*^ «A* »A/ • « • ^— M» < 



{ 2 ^ < /E — "* J? — "* J?""* — J? — "* — "* — "* — *•* 

^±m ^±.m' ^±.tH' — /*.±md:m'±/n*±... 

tA/ %Af vL> • • • - wv , 

chacun des nombres m, /n', m\ . . . devant être affecté du même signe 
dans les deux membres; 

(3) ^ V / > / ' 

( x-'«y-'" 5-"». . .=i(j:y5. . .)"'"» 

(4) i 

On trouvera, au contraire, que des trois formules 

(5) x^x'^x^. . .rzzx*'-*-^^-^--, 

(6) xV''5«... = (xyc...)*, 

(7) (x«/'=x«^ 

la première subsiste uniquement toutes les fois que la partie réelle a 
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de l'expression imaginaire x est positive; la seconde, toutes les fois 
que, a, a', a", . . . étant positifs, la somme 

arctang- -t-arclang-; -*- arclang-; +. . . 

reste comprise entre les limites — ^. -+- -; et la dernière, toutes les 

fois que, a étant positif, le produit 

6 
a arc tang - 

l'st compris entre ces mêmes limites. 

Les conventions faites dans le Chapitre VII ne suffisent pas encore 
pour fixer d'une manière précise le sens des notations 



dans le cas où la variable se devient imaginaire. Le moyen le plus 
simple d'y parvenir étant la considération des séries imaginaires, nous 
renvoyons ce sujet au Chapitre IX. 

D'après ce qui a été dit cî-dessus, toute notation algébrique qui 
renfermerait, avec les variables x, y, s, ... supposées réelles, des 
constantes imaginaires, ne peut être employée dans le calcul que dans 
le cas où, en vertu des conventions établies, elle aurait pour valeur 
une certaine expression imaginaire. Une semblable expression, dan-; 
laquelle la partie réelle et le coefficient de y — i sont nécessairement 
des fonctions réelles des variables x, y, z, .... est ce qu'on appelle 
une fonction imaginaire de ces mêmes variables. Ainsi, par exemple, 
si l'on désigne par (^(x) et x{x) deux fonctions réelles de x, une fonc- 
tion imaginaire de cette variable sera 

Quelquefois nous indiquerons une semblable fonction à l'aide d'une 
seule caractéristique a, et nous écrirons, en conséquence, 

OEa«rtt de C. — S. W, t. Ul. V} 
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Pareillement, si l'on désigne par ç(a:, y,z, .. .), 'fSjs,y, s, ...) deux 
fondions réelles des variables x,^, =, ..., 

ro(x,j',5, ... ) = ?(■*-, 7,=, ■■.) + x(-r-J'. =. ■■■)V'— ' 

sera une fonction imaginaire de ces diverses variables. 
La fonction imaginaire 

!f{.r,y,z, ,..)-t-j.(x,_j', s. ...)v''^ 

prend le nom de /onction algébrique, ou exponentielle, ou logarith- 
mique, ou circulaire, elc, et, dans le premier cas, le nom de fonction 
rationnelle ou irrationnelle, entière ow fractionnaire, etc., toutes les fols 
que les fonctions réelles i^(x,y, z, . ..), f^i^cy, z, . . .) jouissent l'uni' 
et l'autre des propriétés que suppose le nom dont il s'agit. Ainsi, en 
particulier, la forme générale d'une fonction imaginaire et linéaire 
des variables a^, y, s, .. . sera 

(a -h bx + cy -*- d z -i- . . .) + (a' + b'x-^- c'y -h d' s -*-... )ii/ - i 

OU, ce qui revient au mémo, 

(a + a' V/^) + (6 + ftV^-^ + (e + cV-ï)r + («^ + ''V^)- +■ ■ ■ . 

a, h, c, (i a', b', c\ d", .. . désignant des constantes réelles. 

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, comme 
parmi les fonctions réelles, celles qu'on nomme explicites, et qui sont 
immédiatement exprimées au moyen des variables, de celles qu'on 
nomme implicites, et dont les valeurs déterminées par certaines équa- 
tions ne peuvent être explicitement connues qu'après la résolution 
dos équations dont il s'agit. Soit 

wix) ou Bi(j7, y, S, . :.) 

une fonction imaginaire implicite déterminée par une seule équation ■ 
On pourra représenter cette fonction par u + i'\/~ i , «, v désignant 
deux quantités réelles; et, si dans l'équation imaginaire qu'elle doit 
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vérifier, on écrit, au lieu tle a(x) ou de a(3r,y, s, ...), 



après avoir développé les deux membres, puis égalé de part et d'autre 
les parties réelles et les coefficients de V— i . on obtiendra deux équa- 
tions réelles entre les fonctions inconnues u et v. La résolution de ces 
dernières équations, lorsqu'elle pourra s'effectuer, fera connaître les 
valeurs explicites de u et de v, et, par suite, la valeur explicite de 
l'expression imaginaire 

a + .^f^,. 

Pour qu'une fonction imaginaire d'une seule variable soit complète- 
ment déterminée, il est nécessaire et il suffit que de chaque valeur par- 
ticulière attribuée à la variable on puisse déduire la valeur correspon- 
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, 
la fonction donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. 
Conformément aux conventions précédemment admise», nous désigne- 
rons ordinairement ces valeurs multiples d'une fonction imaginaire 
par des notations dans lesquelles nous ferons usage de doubles traits 
ou de doubles parenthèses. Ainsi, par exemple. 



Wcosj •+■ y/— I sinz 
OU 

((cosj -t-^— i sins))" 

indiquera l'une quelconque des racines du degré n de l'expression 
imaginaire 

COS3 +^— 1 sins. 

§ II. — Sur les expressions imaginaires infiniment Délites 
et sur la continuité des fondions imaginaires. 

Une expression imaginaire est appelée infiniment petite, lorsqu'elle 
converge vers la limite zéro, ce qui suppose que, dans l'expression 
donnée, la partie réelle et le coefficient de y — i convergent en même 



coulis DANALYSE. 

vers celte limite. Cela posé, représentons par 

«H-êv'^-p(cos9 + v^s"n9) 

cpression imaginaire variable, a, € désignant ileuK quantités 
auxquelles on peut substituer le module p et l'arc réel 8. Pour 
tte expression soit infiniment petite, il sera évidemment néces- 
t suffisant que son module 



i-mémc infiniment petit. 

fonction imaginaire de la variable x supposée réelle est appelée 
te entre deux limites données de cette variable lorsque, entre 
litcs, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
rs un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. 
?sultc que la fonction imaginaire 

?(-^)-l-Z(^)v'="i 

)ntinuo entre deux limites de x si les fondions réelles ^(j') et 

estent continues entre ces limites. 

lit qu'une fonction imaginaire de la variable x est, dans le voi- 

d'une valeur particulière de x, fonction continue de celte 
toutes les fois qu'elle reste continue entre deux limites même 
pprochécs qui renferment la valeur dont il a'agil. 
n, lorsqu'une fonction imaginaire de la variable x cesse d'être 
ue dans le voisinage d'une valeur particulière de cette variable, 
qu'elle devient alors discontinue, et qu'il y a pour cette valeur 
iliêre solution de continuité. 
)arlant des notions qu'on vient d'établir relativement à la con- 

des fonctions imaginaires, on reconnaîtra facilement que les 
mes I, Il et III du Chapitre II (§ Il ) subsistent dans le cas même 

remplace les fonctions réelles 
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par des fonctions imaginaires 

On peut, en conséquence, énoncer les propositions suivantes : 

Théorème I. — Siles variables réelles x^ y, Sy ... ont pour limites les 
quantités ^fixes et déterminées X, Y, Z, ..., e/ que la /onction imagi- 
naire 

soù continue par rapport à c/iacune des variables x^y^ s, ... dans le voi- 
sinage du système des valeurs particulières 

j:^ =3 X, y zizi y z'=.Ly •••» 

ç(j?,y, 5, . ..) H-xC^'J'»^» • • •) V^— ' aura pour limite 

9(X,Y,Z, ...)4-x(X,Y,Z, ...)V^^, 
oUy si Vonfaity pour abréger, 

9 (a:, 7, 5, ...)-+- X(-^>y>-» ,,,)sj—\ — isi^XyyyZy ...), 

u(^Xy y^Zy . . .) aura pour limite 

ïï7(X, Y, Z, . . . ). 

Théorème II. — Désignons par Xy yy s, ... plusieurs fonctions réelles 
de la variable /, qui soient continues par rapport à cette variable dans le 
voisinage de la valeur réelle / = T. Soient déplus X, Y, Z, ... les valeurs 
particulières de a?, j', s, ... correspondantes à t = Ty et supposons que, 
dans le voisinage de ces valeurs particulières, la fonction imaginaire 

soit en même temps continue par rapport à Xy par rapport à y y par ra/j- 
port à Zy etc. ; 0(0?, j', s, . . .), considérée comme une fonction imaginaire 
de ty sera encore continue par rapport à /, dans le voisinage de la valeur 
particulière t = T, 

Si, dans le théorème précédent, on réduit les variables Xy yy z, ... 
à une seule, on obtiendra l'énoncé suivant : 
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Théorème III. — Supposons que dans l'expression 

ta variable x soit fonction réelle d'une autre variable t. Concevons de 
plut que la variable x soit /onction continue de t dans le tvisinage de la 
râleur particulière l = 1, et a(x) /onction continue de x dans le voisi- 
nage de la trieur particulière x = X, correspondante À / = T. L'expres- 
sion imaginaire a(^x), considérée comme une/onction de t, sera encore 
continu^ par rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur par- 
ticulière t = T. 

§ III. — Des /onctions imaginaires symétriques, 
alternées ou homogènes. 

Kii étendant aux fonctions imaginaires les définitions que nous 
avons (ionnées (Chapitre III) des fonctions symétriques, ou alter- 
n(':('8, ou homogènes' de plusieurs variables x, y, s, .... on recon- 
naît immédiatement que 

est une fonction symétrique, ou alternée, ou homogène du degré a 
par rapport aux variables x.y, s lorsque les fonctions réelles 

sont l'une et l'autre symétriques, ou alternées, ou homogènes du 
degré a par rapport à ces mêmes variables. 

§ IV. — Sur les /onctions imaginaires et entières 
d'une ou de plusieurs variables. 

En vertu de ce qui a été dit ci-dessus (§1), 
et 



Première partie. - chapitre vni. 215 

sont deux fonctions imaginaires et entières. Tune de la variable Xi 
l'autre des variables dc^ y, s, . . . , lorsque 

9(^) et x(-^)* ?(^> /,->•••) et xi^ff^^^'") 

sont des fonctions réelles et entières de ces mêmes variables. Par 
suite, si xs(x) représente une fonction imaginaire et entière de la 
variable a?, la valeur de Ti(x) sera déterminée par une équation de 
la forme 

«0» ^1» ^2» •••• ^0» ^1» ^2» ••• désignant des constantes réelles. On 
conclura de cette équation, en réunissant les coefficients des puis- 
sances semblables de x, 

(1) zij(^) = (aoH- ^0/— ^)-^- (ai4-^iV^^)ar-i- (a,-+- 6,v^^)a?'-H 

Pour que la fonction ts(x), déterminée par la formule précédente^ 
s'évanouisse avec x, il faut que l'on ait 

^0-+" ^oV^*^=^o, 

c'est-à-dire a, = o et 6^, = o, auquel cas la valeur de rs(x) se réduit à 

cy(j?) =r (ai -h b^sj— i)j7-h(a,-f- ^iV^— i)x*-4-. . . 
=zar[a, 4- 61 v^^ -hC^tH- ^iV^— 0^ H-...]. 

Ainsi, toute fonction imaginaire et entière de la variable a?, lorsqu'elle 
s'évanouit avec cette variable, est le produit du facteur x par une 
seconde fonction de la même espèce ou, en d'autres termes, est divi- 
sible par X. En partant de cette remarque, on étendra facilement les 
théorèmes I et II du Chapitre IV (§ I) au cas où les fonctions entières 
qui s'y trouvent mentionnées sont en même temps imaginaires. J'ajoute 
que ces deux théorèmes subsisteront encore si l'on y remplace les 
valeurs particulières et réelles attribuées à la variable x, telles quo 

**^0> *^1> *^J> • • • 
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par des variables imaginaires 

«0 -*- êo v"^ > «I -*- Si V'-^ . «1 + Si v*— ' 

Pour démontrer cette assertion, il sufiit d'établir les deux proposi- 
tions suivantes : 

Thëorèub I. — Si une fonction imaginaire et entière de la variabk x 
s'évanouit pour une valeur particulière de cette variable, par exemple 
pour 

.i: = a, + 6, v'--^ . 

cette fonction sera divisible algébriquement par 

X — «j — S, y'— I . 
Démonstration. — En efTct, soit 

la fonction imaginaire dont il s'agit. Si l'on y fait 

; désignant une nouvelle variable, on obtiendra évidemment pour 
résultat de la substitution une fonction imaginaire et entière de z, 
savoir 

el, comme cette fonction de = devra s'évanouir pour i = o, on en con- 
clura que 

ni(j;) — sj(o(|,+ S, v^— ' -1-5) 

est divisible par 

Corollaire /. — La proposition précédente subsiste dans le cas même 
où la fonction x(^) s'évanouit, c'est-h-dire dans le casjoù u{x) se 
réduit à une fonction réelle s(:r). 

Corollaire U. — Le théorème précédent subsiste encore lorsqu'on 
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suppose g = o, et par conséquent lorsque la valeur particulière attri- 
buée à la variable x est réelle. 

Théorème IL — Si une fonction imaginaire et entière de la variable x 
s évanouit pour chacune des valeurs particulières de x comprises dans la 
suUe 



n désignant un nombre entier quelconque, cette fonction sera équivalente 
au produit des facteurs 



X 



par une nouvelle fonction imaginaire et entière de la variable x. 
Démonstration. — Soit 

la fonction proposée. Gomme elle doit s'évanouir pour 

X := «0 -^- ^0 V^— 1 » 

elle sera, en vertu du théorème I, algébriquement divisible par 



X 



— «0— ^ov^^; 



et Ton aura, en conséquence, 

(2) cj(j;) 1= (j7 — «0— ^0 V^— i) Qo> 

Qo désignant une nouvelle, fonction imaginaire et entière de la va- 
riable X. La fonction ct(j?) devant s'évanouir encore lorsqu'on sup- 
pose 

cette supposition réduira nécessairement a zéro le second membre de 
Téquation (2), et, paç conséquent, l'un des deux facteurs qui le com- 
posent {voir le Chapitre VII, § II, théorème VII, corollaire II). De 

OEuvret de C. — S. Il, t. III. 28 
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plus, comme le premier facteur 

» 

ne peut devenir nul pour 

tant que les valeurs particulières 

sont distinctes Tune de l'autre, il est clair qu'en attribuant à a: la se- 
conde de ces deux valeurs, on devra réduire à zéro la fonction entière 
Qo, et, par suite, que cette fonction entière sera divisible algébrique- 
ment par 

X — «i — êjy/— I . 

On aura donc 

Qo — ( x — a, — 6, y/— i) Qi, 

Q, désignant une nouvelle fonction imaginaire et entière de la va- 
riable a?; en sorte que l'équation (2) pourra se mettre sous la forme 

(3) Bj(j:)r=(a: — «0^ 6oV^~ i)(ar— a, — 6, y^— i)Q,. 

En raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera : i" que, la 
fonction xs{x) devant s'évanouir en vertu de la supposition 

a: = a, H- 6, \j— 1 , 

cette supposition réduit nécessairement à zéro le second membre de 
l'équation (3), et, par conséquent, l'un de ses trois facteurs; 1^ que 
le facteur réduit à zéro ne peut être que la fonction entière Qi, tant 
que les trois valeurs particulières de a:, désignées par 

sont distinctes l'une de l'autre; 3*^ que la fonction entière Q,, devant 
s'évanouir pour , 

^ ^: a, 4- 6t v^— I , 
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est algébriquement divisible par 

X — OLi — 6, \/ — I . 

On aura, par conséquent, 

Qi — (^ — «, — 6, y/- « ) Qt 

et, par suite, 

(4) xs{x) — (x — oco—^o \/-^0 (-P — «I — ^1 V^— ^) (^ — «1 — ^t /-^O Qî» 

Qj désignant encore une fonction imaginaire et entière de la va- 
riable X. En continuant de la même manière, on finira par reconnaître 
que, dans le cas où la fonction entière u(x) s'évanouit pour n valeurs 
différentes de a:, respectivement désignées par 

ao -+- 6o v^'-^ , «iH-ê, v^— 1, «i+êjv^— I, ..., «„_,-+- 6,1^1 y/— I , 

on a nécessairement 

Q désignant une nouvelle fonction entière de la variable x. 

Il est à peu près inutile d'observer que le théorème précédent sub- 
siste lorsqu'on suppose 

OU bien 

60=0, 61^=0, êt=0, ..., ^n-l — O, 

c'est-à-dire lorsque la fonction 17(07) ou les valeurs particulières attri- 
buées à la variable x deviennent réelles. 

A l'aide des principes établis dans ce paragraphe, on démontrera 
sans difficulté que, dans le Chapitre IV (§ I), les théorèmes III et IV, 
avec la formule (i), peuvent être étendus au cas où les fonctions et les 
variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particulières 
attribuées aux unes et aux autres. On prouvera de même que les pro- 
positions I, II et III, avec les formules (i) et (2), dans le § II du Cha- 
pitre IV, et les formules (2), (3), (4)» (5), (6) dans le § III du même 
Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs réelles ou imagi- 
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naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, par 

exemple, on reconnaîtra, en particulier, que l'équation (6) du § ]\l, 

savoir 



(6) 



1.2.3. ..« "" i.a.3.../i i.2.3...(rt — I) "i 



I I i.3.a...(/i — I) i.'i.3...n 

a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables x et y- 

§ V. — Délermination des fonctions imaginaires continues 
d'une seule variable propres à verger certaines conditions. 

Soit 

une fonction imaginaire continue de la variable x, ^(x) et x(^) dé- 
signant deux fonctions continues, mais réelles. La fonction imaginaire 
Tj{x) sera complètement déterminée, si elle est assujettie à vérifier, 
pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x et j, l'une 
des équations 

(i) w(j; + j')-ro(j)+ra(j), 

(9) m(x -^- y) = fs{x) X js[y), 

ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives des mêmes va- 
riables, l'une des équations suivantes : 

(3) a(xy)^ra(x)^K{y), 

(k) ra{ j:/) i^ m{x) x gi(,v)- 

Nous allons résoudre successivement ces quatre équations, ce qui 
nous fournira quatre problèmes analogues à ceux que nous avons déjà 
traités dans le § I du Chapitre V. 

Problème I. — Déterminer la fonction imaginaire a(x) de manière 
qu'elle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la va- 
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riable x^ et que Von ait, pour toutes les valeurs réelles des variables or 
et y, 

(i) cj(j7-4-j) = cj(x)-f Ta(y). 

Solution. — Si, à l'aide de la formule 

on remplace dans Téqualion (i) la fonction imaginaire cr par les fonc- 
tions réelles ç et jç^, cette équation deviendra 

9(^ -+-/) -+- x{^ -+-/) v^^ = 9(^) -^ x(^) V^-^ -^ 9(7) + xiy) v'---^^ 

puis Ton en conclura, «en égalant de part et d'autre les parties réelles 
et les coefficients de v'— i , 

On tirera de ces dernières formule^ (voir le Chapitre V, § I, pro- 
blème I) 

9(^)~'^9(0» 

et» par suite, 

(5) CJ{^)=^[9(0-+-X(0V^^] 
ou, ce qui revient au même, 

(6) cj(j:) = a.'cj(i). 

Il suit de l'équation (5) que toqte valeur de zj(x) propre à résoudre 
la question proposée est nécessairement de la forme 

(7) ct(j7) = (a -4- bsj—\)x^ 

a, b désignant deux quantités constantes. Il est d'ailleurs facile de 
s'assurer qu'une semblable valeur de u{x) vérifie l'équation (1), 
quelles que soient les deux quantités a et b. Ces quantités sont donc 
deux constantes arbitraires. 
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leut remarquer que, pour ubtenir la valeur précédente de o(x), 
t de remplacer, dans la valeur de ^ (x)que fournit l'équation (7) 
pitre V (§ I), la constante arbitraire et réelle a par la constante 
ire, mais imaginaire, 

l£he 11. — Déterminer la fonction imaginaire n(x) de manière 
reste continue entre deux limites réelles quelconques de la va- 
V, et que l'on ait , pour toutes les valeurs réelles des variahles x 

m{,x+y)-m{,x)v!(y). 
lion. — Si dans l'équation (2) on fait x == o, on en tirera 

qui revient au même, à cause de la formule 

suite, 

9(o) = i, z(o)--o. 

ition ^(x) se réduira donc à l'unité pour la valeur particulière o 
éc à la variable x; et, puisqu'on la suppose continue entre 
lites quelconques, il est clair qu'elle sera, dans le voisinage de 
aleur particulière, très peu différente de l'unité, par conséquent 
e. On pourra donc, en désignant par a un nombre très petit, 
ce nombre de manière que la fonction <p(a:) reste constamment 
e entre les limites 

ondition étant remplie, comme la quantité 9(3) sera elle-même 
e, si l'on fait 

p = V'?r«)' + XÎ«7. ï ^ arc tang^-^J, 
îonclura 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE VIII. 223 

Concevons maintenant que dans l'équalion (2) on remplace succes- 
sivement j par/ -f-z, puisa par 3 + u, .... on en déduira 

o(a; + j'-t-3 + . ..) = oi(x)ro(7)oi(s) .... 

quel que soit le nombre des variables x,y, s, ... ; si, de plus, on dé- 
signe par m ce même nombre, el que l'on fasse 



l'équation que l'on vient de trouver donnera 

=T(m«) = fTîy(«>]« = p'-(cosmî; + \/:r7sinmÇ). 

J'ajoute que la formule 

Ki(»ia) — p'«(cosmï -(- v^^^sinmÇ) 

subsistera encore si l'on y remplace le nombre entier m par une frac- 
lion ou même par un nombre quelconque fi. C'est ce que l'on prou- 
vera facilement ainsi qu'il suit. 
Si dans l'équation (2) on fait 



on en tirera 

rof-aj =iir(«) = p[cosC-i-v'^sinÇ|; 

puis, en extrayant les racines carrées des deux membres, de manière 
que les parties réelles soient positives, et observant que les deux 
fonctions ç(a;), cosx restent positives, la première entre les limites 
a; = o, a; = a, la seconde entre les limites a; = o, a; = Ç, on trouvera 

De même, si dans l'équation (2) on fait 
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iis, en extrayant les racines carrées des deux membres, de manière 
obtenir des parties réelles positives, 

ar des raisonnements semblables, on établira successivement les for- 
ules 



H/-7»„X,) 



, en général, n désignant un nombre entier quelconque, 

'»(ji«)--p'['='»(r.O*^"' ''"(?')]• 

i l'on opère sur la valeur précédente de cr( -^aj pouren déduire celle 
e a( — ^«1, comme on a opéré sur la valeur de o(a) pour en déduire 
?ll<' de o(/na), on trouvera 

i], ce qui revient au même, 

[, par suite. 
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puis, en supposant que la fraction ~ varie de manière à s'approcher 

indéfiniment du nombre (x, et passant aux limites, on obtiendra les 
équations 

desquelles on conclura 

(8) cj(fjLa) ~ pï*(cosfxÇ 4- v^"^ sinfxÇ). 

De plus, si dans l-équation (2) on pose 
on en tirera 

cj(^ fx«) =: ^^ z= p-ïx[cos{- (xÇ) -f- sf^i sin(~ fXÏ)]. 

La formule (8) subsistera donc lorsqu'on y remplacera (x par — (x. En 
d'autres termes, on aura, pour des valeurs réelles quelconques posi- 
tives ou négatives de la variable a:, 

(9) m(ax) — p*[cosÇa: -4- sj— i sinÇj?] = [cj(a)]*. 

Si dans cette dernière formule on écrit - au lieu de Xy elle deviendra 

OL 

(10) w{x) = p« jcos (^ x\ -h sf^ sin (^ x\\ = [©(«)]*; 

et si l'on fait ensuite, pour abréger, 

(11) P"=A, l^b, 
on trouvera 

Ainsi toute valeur de ^(ir), propre à résoudre la question proposée, 
sera nécessairement de la forme 

A^{cosbx -h\/— I sin6^), 

A, b désignant deux constantes réelles, dont la première ne pourra 

OEupresdeC. — S. U, l. 111. 29 
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«'Irc que positive. Il est d'ailleurs facile de s'assurer qu'une seuihlablr 
valeur de u(x) vérifie l'équation (3), quelles que soient la valeur du 
nombre A et celle de la quantité b. Ce nombre et cette quantité sont 
donc des constantes arbitraires. 

Corollaire. — Dans le cas particulier où la fonction !f(x) doit rester 
positive entre les limites a: = o, j^= 1, on peut, au lieu de supposer a 
1res petit, prendre a = i; et l'on conclut alors immcdialement des 
équations (9) et (10) 

(|3) m(.x)'-[Mi)r. 

Problème III. — Déterminer la/onction imaginaire u{x) de manién- 
qu'elle reste continue entre deux limiles positives quelconques de la va- 
riable X, et (fue ion ait, pour toutes les valeurs positives des i^riables x 
cl y, 

(î) ro(x/) —w{jr) +m(y). 

Solution. — Si, à l'aide de la formule 

on remplace dans l'équation (3) la fonction imaginaire a par les funr- 
lions réelles 9 et ■^, puis, que l'on égale de part et d'autre les parties 
réelles et les coelficients de \J — i , on trouvera 

Si, de plus, on désigne par A un nombre quelconque et par L la 
caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A. 
on tirera des équations précédentes (^twr le Chapitre V, § i , pm- 

blèmelll) 

9(x)^?(A)L(j-), 

x(a-)-xCA)L(,r), 
el l'on en conclura 
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ou, ce qui revient au même, 

(i5) cj(iF) = cj(A)L(x). 

li suit de la formule (i4) que toute valeur t3(x) propre à résoudre la 
question proposée est nécessairement de la forme 

(|6) Tnix)=i(a-hb\/^)L(a^)y 

a, b désignant deux quantités constantes. Il est d'ailleurs facile de 
s'assurer qu'une semblable valeur de u{x) vérifie l'équation (3), 
quelles que soient les quantités a et b. Ces quantités sont donc deux 
constantes arbitraires. 

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur précédente de x3{x), 
il suffit de remplacer, dans la valeur de ^{x) que fournit l'équa- 
tion (12) du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et réelle a par la 
constante arbitraire, mais imaginaire. 



a H- b\j— I . 

Nota, — On pourrait arriver très simplement à l'équation (i 5) de la 
manière suivante. 
En vertu des formules identiques 

a-^k^^, y — k^yy 
l'équation (3) devient 

Comme, dans cette dernière, les quantités variables Lx, Ly admettent 
des valeurs réelles quelconques positives ou négatives, il en résulte 
qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x 

etj, 

cj(A*y)~By(A^)H-cj(Ay). 

On en conclura [voir le problème I, équation (6)J 

xs5(k^) — xm{k^)—xxa{k) 

et, par suite, 

Ts{k^'^)~m{k)Lx 
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ou, ce qui revient au même, 

fs(x) :=ÎS{A) Lx. 

Problème IV. — Déterminer la /onction imaginaire cj(j7) de manière 
quelle reste continue entre deux limites positis^es quelconques de la va- 
riable J7, et que Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables x 
et y, 

(4) Cj(x7)rrBj(x)Bj(^). 

Solution. — Il serait facile d'appliquer à la solution de ce problème 
une méthode semblable à celle que nous avons employée pour résoudre 
le second; mais on arrivera plus promptement à la solution cherchée, 
si Ton observe que, en désignant par L la caractéristique des loga- 
rithmes dans le système dont la base est A, on peut mettre l'équa- 
tion (4) sous la forme 

Comme, dans cette dernière équation, les quantités variables La:, Lj 
admettent des valeurs réelles quelconques positives ou négatives, il 
en résulte qu'on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des va- 
riables 0? et j, 

nT(A'^y)— cj(A')BT(Ay). 

On en conclura, en représentant par a un nombre très petit et en 
remplaçant dans l'équation (lo) du second problème xs{x) par tj(A-^), 



.r 



nT{A^) = [nT(A«)]«. 

On trouvera par suite 

cj(A*"*') = [iij(A«)]* 



ou, ce qui revient au même, 



Lr 



(17) GT(X) = [0(A*)]*. 

Il est essentiel d'observer que la fonction imaginaire ©(A*), et par 
conséquent sa partie réelle 9(A*), se réduisent à l'unité pour a; = o. 
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ou, en d'autres termes, que la fonction imaginaire ts(x) et sa partie 
réelle ^(x) se réduisent à l'unité pour x = i. C'est ce que Ton peut 
démontrer directement, en prenant dans l'équation (4)» 

Quant au nombre a, il doit seulement être assez petit pour que la 
partie réelle de la fonction imaginaire ar(A*) reste constamment posi- 
tive entre les limites a;— o, x= ol. Cette condition étant remplie, la 
partie réelle de l'expression imaginaire 

cj( A«) =1 9(A«) -h x(A«) v/-~î 
sera elle-même positive; et par suite, si l'on fait 

p r= v^f?( A"«)P -r[Y(Â"«)p , Ç = arc tang ||~1, 

on aura 

Bj( A*) = p(cosÇ -4- y/— I sinÇ). 

Cela posé, l'équation (17) deviendra 

m{x)=zp^ I cos( - Lxj -+- y/— I sin f -Lj? J 
(18) { 

zn^"*"! cosf -La;) -hv'^— i sin( - Lx) . 

En vertu de cette dernière équation, toute valeur de u{x) propre a 
résoudre la question proposée sera nécessairement de la forme 

{19) xs(x) =1 x^[cos{bLx) -4- v/— I sin(6L^)], 

a, b désignant deux quantités constantes. Il est aisé, de plus, de s'as- 
surer que ces deux quantités constantes doivent demeurer entière- 
ment arbitraires. 



^«^ 
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CHAPITRE IX. 

DES SËRIBS IM AGiniIRES ConTBHGBIlTES BT DIVBBfiBKTES. SOMHATIO.N DB QVBLQl'ES SËBIBS 
IMAOlnAIRBB COnVERGEnTES. NOTATIOKS EXPLOÏËEB POVB RtPRtSEHTEE QUELQUES rONC- 
TinNS IXAGINAIRES AUXQUELLES ON SE TROUVE COKDUIT PAR LA SOIHATION DR CBS 

M Ries sEbies. 



§ I. — Considérations générales sur les séries imaginaires. 

Soient respectivement 
(r) pt. Pu Pi, ..*., p„, .... 

(3) 9o. 9„ q Çn. ■■■ 

deux séries réelles. La suite des expressions imaginaires 

(3) p^^q,i/^,, p, + q,^-,, ^,^_y,y'_7, ..., ^^ + ^,^/_,, ... 

t'opmera ce qu'on appelle une série imaginaire. Soit, de plus, 

( *«= (/'.-t-î.v^-') + (/>(+ ?iv'^0 + --- + (p—.+?—iv^') 

(4) 

[ — ( /)o + /J, + . . . + p„_i ) + (9, + 9, + . . . + q,_, ) \/_ i 

la somme des n premiers termes de cette série. Selon que, pour des 
valeurs cpoissanles de n, s„ convergera ou non vers une limite fixe, on 
(lira que la série (3) est comergenle et qu'elle a pour somme celle 
timite, ou bien qu'elle est divergenle et n'a pas de somme. Le premier 
ras aura évidemment lieu si les deux sommes 

/'« + /'i + . -- + /'«-.. 

?<,+ 7, + ...-H7,-, 

convergent elles-mêmes, pour des valeurs croissantes de n, vers des 
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limites fixes, et le second, dans la supposition contraire. En d'autres 
termes, la série (3) sera toujours convergente en même temps que les 
séries réelles (i) et (2). Si ces dernières, ou Tune d'elles seulement, 
deviennent divergentes, la série (3) le sera également. 

Dans tous les cas possibles, le terme de la série (3) qui correspond 
à l'indice /i, savoir 

est ce qu'on nomme son terme général. 

L'une des séries imaginaires les plus simples est celle qu'on obtient 
en attribuant à la variable a:, dans la progression géométrique 

« M^ a %M,' f • • • • M^ • • • • • 

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idées, que l'on fasse 

or = 5 ( cos B -f- sj—i sin B\ 

z désignant une nouvelle variable supposée réelle, et un arc réel. La 
progression géométrique dont il s'agit deviendra 

ÎT, «(cosô -+- v^— ' sinô), 5'(cos2 0-f- v^— i sina^), ..., 
..., 5'»(cosn6-+- V— I sin«0), .... 

Pour obtenir l'équation qui détermine la somme des n premiers termcï^ 
de la série précédente, il suffit de remplacera par 5 (cos -f-\/— 1 sinO) 
dans la formule 

I — X I — X 

On trouve de cette manière 

I -h 5 (cos ô -h v'— I sinô) -h2'(cos2 -^^— i sinaô) -+-. . . 
_ . -4- 5'»-»[cos(/2 — i)0-H\/— 1 sin(n — i)ô] 

I 5'*(cos/i9-h v^— I sin/2 0) 

I — ;;(cos9-t- y/— i sin^) i — zi^cosO h- y/— i sinô) 

et, comme, pour des valeurs croissantes de w, le module de l'exprès- 
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sion imaginaire 

5" ( cos /i -+- vZ—T sin n ô) 

I — -SCOS0— - csinôy/— i 
savoir 






converge vers la limite zéro ou croit au delà de toute limite, suivant 
qu'on suppose la valeur numérique de z inférieure ou supérieure à 
l'unité, on doit conclure de l'équation (6) que la série (5) est, dans 
la première hypothèse, une série convergente qui a pour somme 



I — z cos ô — 5 sin C' sj— i 



et, dans la seconde hypothèse, une série divergente qui n'a plus do 
somme. 

La somme d'une série imaginaire convergente s'indique, comme 
si la série était réelle, par la somme de ses premiers termes, suivie 
de points.... 

Cela posé, si l'on appelle s la somme de la série (3) supposée con- 
vergente, et que, dans la formule (4)» on fasse croître n indéfiniment, 
on trouvera, en passant aux limites, 

(7) 

( =(;>^4-;j,4-yE),4-...)-H(^o-^7i-t-^i-4-...)V— '• 

De même, lorsqu'on supposera la valeur numérique de z inférieure à 
l'unité, on tirera de l'équation (6), en faisant croître n au delà de 
toute limite assignable, 

( I-4-5(cos0-^V^^ sin0)-^5*(cos2 0-hV^^sina6)-h. .. 

(^) \ __ I _ I — 5 cos 4- 5 sin v^— I 

( "^ i-5cosô--5sin6v^ " *^" 25C0S6 4-5* 

En vertu de la formule (7), le premier membre de l'équation (8) peut 
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être présenté sous la forme suivante : 

(i -h 5cos0-h 5-cos2^4-. , .) -h {z sitid -h z^ sïn^O -i~ . . .)V ~~ ' • 
On aura donc, pour des valeurs numériques de z inférieures à l'unité, 

ï (i -h 5cos0-i-5*cosQ0 -h. . .) -i" (5 8in9 4- 2-sin2Ô -h. . .) V^— ' 
(9) '. i__5cosô 5sin9 ; — 

( ~ I — 25C0S6 -H5' l— 2ZCOSO -h Z^^ 

On en conclura 



r 

i 1 -h5COS6H-2*COS2Ô-4- 5' ces 3^ 4-. . .— ^ ^ 7^— ;, > 



I — S cos 9 
1 — 2 5C0S^ -h ^* 

csinô -h ^'sin 2Q -h z^ sinSS -\-. , ,= ^~ — >. — « 

1 — 25 cos 9 -h z^ 

(5 — — I, 5 =r-hi). 

Ainsi la substitution d'une valeur imaginaire de x dans la progression 
géométrique 

, 4A- , »A/ , • • • , ut' f • • • 

sufïît pour conduire k la sommation des deux séries 

( I, 5C0S^, 5* cos 2 9, ..., z" cos nO, ..., 
(11) ' 

( ^sind, 5' sin 2 9, ..., c"sin/i0, ... 

toutes les fois que la variable z reste comprise entre les limites 



z =— I, 5 = 4- I 



9 



c'est-à-dire toutes les fois que ces deux séries sont convergentes. 

Les premiers membres des équations (10) étant (en vertu du théo- 
rème I, Chapitre VI, § l) fonctions continues de la variable z, dans le 
voisinage de toute valeur particulière comprise entre les limites 



5 =^ — I, Z=:-h l, 



le premier membre de l'équation (9) sera lui-même, dans le voisi- 
nage d'une semblable valeur, fonction continue de z. Or, ce premier 
membre n'est autre chose que la somme de la série (5), dont les dif- 

OF.uifrcs de C. — S. Il, t. \\\. 3o 
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férents termes restent fonctions continues de z entre des limites quel- 
conques. En généralisant la remarque qu'on vient de faire, on obtient 
la proposition suivante : 

Théorème 1. — Lorsque les différents termes de la série (3) sont de^ 
fonctions d'une même variable r, continues par rapport à cette variable 
dans le voisinage d'une valeur particulière pour laquelle cette série est 
convergente, la somme s de la série est aussi, dans le voisinage de cette 
valeur particulière, fonction continue de s. 

Démonstration. — En effet, dans le voisinage de la valeur particu- 
lière attribuée à la variable s, la série (3) ne peut être convergente et 
avoir pour ses différents termes des fonctions continues de 5, qu'au- 
tant que les séries réelles (i) et (2) jouissent Tune et l'autre des 
mêmes propriétés : or, dans cette hypothèse, chacune des sommes 

* 
étant (en vertu du théorème 1, Chapitre VI, § I) fonction continue de 

la variable 5, il en résulte que la somme de la série (3), savoir 

sera aussi fonction continue de cette variable. 
Supposons maintenant que l'on désigne par 

Po» pi> Pî» • • • 

les modules des différents termes de la série ^3), et par 

cos^oH- V^— ï sin^o» cos^, -h v'-- I sin9,, cos0,-4-v isinS»,, ... 

les expressions réduites correspondantes, en sorte qu'on ait générale- 
ment 

Pn~{pl-^q\)\ 
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La série (3) deviendra 

po ( COS ^0 H- V - * ^"^^ ^0 X 

p, ( COS ^, H- V — I sin ô, ), 
(,2) ' Pj(cos(?jH-v - I sin9, ), 



• > 

et Ton pourra ordinairement décider si cette série est convergente ou 
divergente, à l'aide du théorème que je vais énoncer. 

Théorème II. — Cherches la limite ou les limites vers lesquelles consierge, 

tandis que n croît indéfiniment y l'expression (p,,)"* Suivant que la plus 
grande de ces limites sera inférieure ou supérieure à l'unité, la série (3 ) 
sera convergente ou divergente. 

Démonstration. — Considérons d'abord le cas où les plus grandes 

valeurs de l'expression (p;,)'* convergent, tandis. que n croît indéfini- 
ment, vers une limite inférieure à l'unité. Dans ce cas, la série 

(ï3) po. Pi, Pu •••> Pnj ••• 

étant convergente (Chapitre VI, § II, théorème I), les séries 

l poCOS^ot PiC0S9,, pjCOS^j, ..., p«cos9,i, ..., 

(i4) 

(posinôo, piSinÔ,, p^sin^s, ..., p^sin^,,, 

le seront également (Chapitre VI, § III, théorème IV), et la conver- 
gence de ces dernières entraînera celle de la série (12), qui n'est que 
la série (3) présentée sous une autre forme. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de n, 

les plus grandes valeurs île (p,,)" convergent vers une limite supé- 
rieure à l'unité. Dans cette hypothèse, on prouvera, par un raisonne- 
ment semblable à celui que nous avons employé dans le Chapitre VI 
(§ II, théorème I), que les plus grandes valeurs du module 



I 



pn-^pl^ql) 
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crnissent avec, n au delà de toute limite, ce qui ne peut être vrai 
qu'autant que les plus grandes valeurs dos deux quantités /'n, q^, 
ou au moins do l'une d'elles, croissent de même indéfiniment. Or, 
comme res deux quantités sont les termes généraux des séries (i) 
et (2). on doit c<inclure que, de ces doux séries, l'une au moins est 
divergente, ce qui suffît pour assurer la divergence de la série (.3 )r 

Scolie I. — Le théorème qu'on vient d'établir ne laisse d'incerti- 
tude sur la convergence ou la divergence d'une série imaginaire que 

dans ie cas particulier où la limite des plus grandes valeurs de (p„y 
devient égale à l'unité. Dans ce cas particulier, il n'est pas toujours 
facile de décider la question. Toutefois on peut affîrmer que, si la 
série (i3) est convergente, les séries (i4). <'t par suite la série (12). 
le seront pareillement. I^a réciproque n'est pas vraie, et il pourrait 
arriver que, la série (12) restant convergente, la série (i3) fût diver- 
gente. Ainsi, par exemple, si l'on suppose 

on obtiendra, à la place des séries (12) el (i3), les deux suivantes 

^■-~U - 'v-i. + wv'-i. - ïV'-""' ■■■' 



dont la seconde est divergente, tandis que la première reste conver- 
gente cl a pour somme 

V -iA2). 

/désignant la caractéristique des logarithmes népériens. 
ScaUe II. — Lorsque, pour des valeurs croissantes de n, le rapport 

s'approche indéfiniment d'une limite fixe, cette limite est également 
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celle vers laquelle convergent les plus grandes valeurs de Texpres- 

sion (p„y. 

Le théorème V du § 111 (Chapitre VI) est évidemment applicable 
aux séries imaginaires aussi bien qu'aux séries réelles. Quant au théo- 
rème VI du même paragraphe, on doit, lorsqu'il est question des séries 
imaginaires, le remplacer par le suivant : 

Théorème III. — Soient 

i ''o» '^i» "î» .•••» Wu, •.., 

(i5) 

' t^O» ^1» ^U •", t^/i, . . • . 

deux séries convergentes, mais imaginaires, qui aient respectivement pour 
sommes s et s\ Si chacune de ces séries reste convergente lorsqu'on réduit 
ses différents termes à leurs modules respectifs, 

(i6) 

sera une nouvelle série convergente imaginaire, qui aura pour somme ss , 

Démonstration, — Désignons respectivement par s„, s]^ les sommes 
des n premiers termes des deux séries (i5). et par s"^ la somme des 
n premiers termes de la série (i6). On trouvera 

Désignons encore par p^ ^t pn '^s modules des expressions imaginaires 
W/i et l'a, en sorte que ces expressions soient déterminées par des équa- 
tions de la forme 

u„—p„(cos9n-^S/'— I sinô„), 
^n — p;(cos^;-+- v^^ sinô;,). 

Les séries réelles 

Po» Pi» pî» • • •> P/i> • • •» 

f t t t 

Po» Pi' Pî> • • •> P/*> 
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étant convergentes par hypothèse, on en conclura, comme dans le 

Chapitre VI (§ II), théorème VI), que la somme 

p„- , p;, , -H (p„-, p; -, + p,- . p;, -, ) ^ ■ ■ ■ 

-(-(p,_,p', + p„-,p;-H...+p,p'„., -(-p,p„ ,) 

converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro. Il en 
srra de même a fortiori des deux sommes 

p„.,p'„_, cos(^„-,-t-6;,,,) 

-I- [p„_,p^,.,cos(5,-, H- 5;,-,) -i-Pm-iP^-i cos(5« .,,-(- 5;,., )] 

-I- [p„,,p'|COS(9„.|4-5', ) -i-p„_,p', cos{S„..,+ 5;) +... 

+ p,p; ,cos(î),+ ^;. ,)+p.p'. ,rns(5,+ 5;, ,)1 
et 

p„_,p;,_,sin(9„_,-i-0;.,) 

^.[p„_,p; ,sm{9,., + eUt) + P»-.p«-.sin(5„_.+ 5„ , )] 

^[p„_,p;sin(9,_, + 9;) + p„_,p;siii(9„_, + 5;)4-... 

+ p,p;,_,siii(0,H-5„ ,) + p,p:, .sin(9,-i-9;.,)l. 

dont la premifre représente évidemment la partie réelle de l'expres- 
sion imaginaire 

tandis que la seconde représente le coefficient de y— ' dans celte 
expression. Par suite, J,,*^, — *', convergera aussi, pour des valeurs 
croissantes de n, vers la limite zéro; et, comme s„s\^ s'approche indé- 
lîniment de la limite ss' , il Taudra de toute nécessité que l'expres- 
sion 5],, c'est-ii-dire la somme des « premiers termes de la série (iCV 
s'approche elle-même indéfiniment de cette dernière limite. H en 
résulte : 1" que la série (16) est convergente; a" que cette série con- 
vergente a pour somme ss' . 
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§11. — Des séries imaginaires ordonnées suivant les puissances ascendantes 

et entières d'une variable. 

Soit X une variable imaginaire. Toute série imaginaire ordonnée 
suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x sera de 
la forme 

• ••» \^/t~^^«V ^)^ f^ •••> 

«0, a, , «2, . . . , a^* . . . • ^0» ^1 » ^2* • • • » ^n» • • • désignant deux suites 
de quantités constantes. Dans le cas où les constantes de la seconde 
suite s'évanouissent, la série précédente se réduit à 

Nous considérerons en particulier dans ce paragraphe les séries de 
cette dernière espèce. Si, pour plus de commodité, on pose 

('4) X — ^(cosô-h V — I sinô), 

5 désignant une variable réelle et 6 un arc réel, la série (r) deviendra 

j «o» ai5(cos0 H- v^ I sinô), ûr,5'(cos2 9-f- y/— i sinaô), ..., 

^ i / I — - \ 

Soit maintenant, comme dans le Chapitre VI (§ IV), A la plus grande 
des limites vers lesquelles converge, tandis que n croît indéfiniment, 
la racine /z'*"'"' de la valeur numérique de a^. La plus grande des limites 
vers lesquelles convergera dans la même hypothèse la racine /i'*"'"*' du 
module de l'expression imaginaire 

sera équivalente à la valeur numérique du produit 

et en conséquence {voir ci-dessus le § 1, théorème II) la série (3) sera 
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[ente ou divergente suivant que le produit As aura une valeur 
que inférieure ou supérieure à l'unilé. On déduit immédiate- 
! cette remarque la proposition suivante : 

[ftMF. \. — La série (3) est convergente pour toutes les râleurs de z 
7s entre les limites 



Xente pour tontes les râleurs de z situées hors des mêmes limites, 
itres termes, la série {i) est convergente ou divergente suivant que 
le de l'expression imaginaire xest inférieur ou supérieur à -■ 

. — Lorsque la valeur numérique du rapport ^^^ converge. 
s valeurs croissantes de n, vers une limite fixe, cette limite est 
nent la valeur de la quantité positive désignée par A. 

'aire l. — En comparant le théorème précédent au théorème I 
litre Vi (§ IV), on reconnaîtra que, si la série (i) est conver- 
jur une certaine valeur réelle de la variable x, elle demeurera 
ente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur réelle 
lu signe près, le module. Par suite, si la série (i) est cimver- 
3ur toutes les val<'urs réelles de la variable x, elle restera con- 
i', quelle que soit la valeur imaginaire que l'on attribue à celte 

'aire II. - Pour appliquer le théorème I et le précédent corol- 
msidérons les quatre séries 



1.3. ..i 
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(X désignant dans la seconde une quantité quelconque. De ces quatre 
séries les deux premières^ ainsi que la dernière, restent convergentes 
pour toutes les valeurs réelles de x comprises entre les limites 



X:=z — I, a?=i-hl 



> 



et la troisième pour des valeurs réelles quelconques de la variable x. 
Mais si» au lieu d'attribuer à x une valeur réelle, on suppose 

j: = a(cosO -hv^— I sinô), 

à la place de ces quatre séries, on obtiendra les suivantes 

Îi, -«(cos^-Hi^—i sInO), 5"(cos2 0-f-\/— I sinad), .... " 
..., «"(cos/iô -hv'— I sin/i6), ...; 

a(cos9-<-\/— I sînô) s'CcosaO 4- y/— i sinaO) 

> > • • • > 

I i.a 

j»'»(cos/iOh-\/ — I sîn/t9) 



I» 



I .2.3. • ./t 



> 






g(cosQ 4-V^— I sin^) ji*(cos2 9-4- y/— i 8in20) 

1 2 

«"(cos/iO -4- y/— I sin/td) 



n 



j • • • 



dont les deux premières et la dernière resteront convergentes pour 
toutes les valeurs de z comprises entre les limites 

tandis que Tavant-dernière sera toujours convergente, quelle que soit 
la valeur réelle de s. 

Après avoir fixé les limites entre lesquelles il faut renfermer s pour 
rendre la série (3) convergente, nous ferons remarquer que, en vertu 

OEuvreê de C. — S. H, t. IH. 3l 
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des principes établis dans le paragraphe précédent, les ihéort'mes III, 
IV et V du Chapitre VI (§ IV), avec leurs corollaires, peuvent èlre 
étendus au cas où la variable x devient imaginaire. On devra seule- 
ment admettre, dans l'énoncé du théorème IV, que chacune des séries 

a,, a,-z, a,x*, ...; 
é,, b,x, bfT\ ... 

reste convergente lorsqu'on réduit ses différents termes non plus à 
leurs valeurs numériques, mais a leurs modules respectifs. Cela posé, 
si Ton désigne par o(fi) ce que devient le second membre do l'équa- 
lion (f j) (Chapitre VI, § IV), lorsqu'on attribue à j; la valeur imagi- 
naire 

OU, 'en d'autres termes, si l'on fait 

on trouvera, au lieu de la formule (iG) (Chapitre VI, § IV), la sui- 
vante : 

(i3) ^(fx)a{fi')-m{ii.-\-ii.'). 

Il est essentiel de remarquer que cette dernière formule subsistera 
uniquement pour les valeurs de s comprises entre les limites « = — i, 
3 = H-i, et qu'entre ces limites la fonction imaginaire cr([i), c'est- 
ii-dire la somme de la série (9), sera en même temps continue par rap- 
port à s et par rapport à (jl (l'oir ci-dessus le § I, théorème I). 

Concevons à présent qu'au lieu de la série (9) on considère généra- 
lement la série (3), et que dans cette dernière on fasse varier la valeur 
de :: par degrés insensibles. Tant que la série (3) sera convergente, 
c'est-à-dire tant que la valeur de s restera comprise entre les limites 

la somme de la série sera une fonction imaginaire continue de la va- 
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riable s. Soit 0(5) cette fonction continue. L'équation 

subsistera pour toutes les valeurs de :; renfermées entre les limites 
— i» H- j) ce que nous indiquerons en écrivant ces limites à côté 
de la série, comme on le voit ici : 



(= 



I I 



A 



On doit observer que l'équation précédente équivaut toujours à deux 
équations réelles. En effet, si Ton pose 



(i5) ny(5)r=?(5)-f-x(«)/-«. 

9(3) et x(^) désignant deux fonctions réelles, on tirera de l'équa- 
tion (i4) 

( 9(5) 1- «0 -+- «1 -8 ces 9 -+- a,«'cos26 -h. . ., 

( 5^(5) — a,5 sinô 4- a,s* sinaô -1-. . . 

Lorsque la série (3) est donnée, on peut quelquefois en déduire la 
valeur de la fonction n(x) sous forme finie, et c'est là ce qu'on appelle 
sommer la série. Nous avons déjà, dans le § I, résolu cette question 
pour la série (8). Nous allons maintenant chercher à la résoudre pour 
les séries (9), (10), (11); et, en conséquence, nous traiterons l'un 
après l'autre les trois problèmes qui suivent. 

Problème I. — Trouver la somme de la série 

(9) I, ^ 5(cosô -+-v^^ sinô), t!itLllii-t(cos2 4-v^^ sinad), ..., 

clans le cas où l'on attribue à la variable z une valeur comprise entre les 
limites 
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Solution. — Soit ts([L) la somme cherchée. En désignant par a! une 
quantité réelle différente de (x, on trouvera 

(i3) ro(fx)nT(fx') = GT(fx-hfx'). 

L'équation précédente, étant semblable à Téquation (2) du Cha- 
pitre VIII (§ V), se résoudra de la même manière; et Ton en conclura 

Bj{jji) =z rï'(cosfx^ -^ v^— I sinp^), 

le module r et Tangle / étant deux quantités constantes par rapport 
à [X, mais qui dépendent nécessairement de s et de 0. On aura donc, 
entre les limites ^ = —1,5 = 4-1, 

( i -^ ^z(cosO H- v^^ sine) + ^^^ "" '^ ;;«(cosa9 4- v^^ sinaO) -h. . . 
(17) { ' '-^ 

( = /•l*(cosfx^ -1- v/— I sinfx^). 

Pour déterminer les valeurs inconnues de r et de /, on fera, dans 
Téquation (17), |Jt'= 1, et l'on en tirera 



I -h z cosO -h^sinôv^— I = r cosr 4- rsin^v^— i 

OU, ce qui revient au même, 

n-^cosô = rcos^ 
z sin9 = ^sin^ 

On trouvera par suite 

puis, en observant que cos/= reste positif pour toute va- 
leur numérique de z inférieure à l'unité, et désignant par A un nombre 

entier quelconque, 

J5sin9 . . 
° 1 4- « ces d 

Cela posé, si Ton fait, pour abréger, 

zsinO 



(18) f=:arctang 



i-h5Cose' 
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Téquation (17) deviendra 

I ^ i.a 

= (i -h as cos9 4- 5*)* (cosfx/ -t- ^— i sinpr) 

la valeur de t étant déterminée par la formule 

dans laquelle le nombre entier k ne peut dépendre que des quantités 
5ete. 

Remarquons à présent que le premier membre de Téquation (19) 
est, entre les limites z = — i, 5 = h-i, une fonction continue de 5, 
qui varie avec z par degrés insensibles, quelle que soit ia valeur de [x. 
Le second membre de Téquation devra donc jouir de la même pro- 
priété, ou, en d'autres termes, les quantités 

(1 H- a^C0S9 H- 5*)*C08fX^, 

(i-H 2« C08Ô -h z^y slnp^ 
et, par conséquent, les suivantes 

cosfx^, sinfjL^ 

devront varier avec z par degrés insensibles, pour toutes les valeurs 
possibles de (ji. Or cette condition ne peut être remplie que dans le cas 
où / lui-même varie avec z par degrés insensibles. En effet, si un 
accroissement infiniment petit de z produisait un accroissement fini 
de /, de manière à changer /en / + a, a désignant une quantité finie, 
les cosinus et sinus des deux arcs 

ne pourraient demeurer sensiblement égaux, qu'autant que la valeur 
numérique du produit }xa serait à très peu près un multiple de la cir- 
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conférence, ce qui ne peut être vrai que pour des valeurs particulières 
du coefficient (a, et non pas généralement pour des valeurs finies quel- 
conques de ce coefficient. On doit donc conclure que Tare t = s± ikz 
est fonction continue de z\ et, comme des deux quantités 5, >fc, la pre- 
mière, déterminée par Téquation (18), varie avec z d'une manière 
continue entre les limites 5 = — 1, 5 = 4-1, tandis que la seconde, 
assujettie à rester toujours entière, n'admet que des variations finies 
d'une ou de plusieurs unités, il est clair que, pour satisfaire à la con- 
dition énoncée, la quantité s devra varier toute seule, et la quantité k 
demeurer constante. Cette dernière quantité sera donc indépendante 
de 5, et, pour en connaître la valeur dans tous les cas possibles, il suf- 
fira de la chercher en supposant z — o. Gomme on a, dans cette hypo- 
thèse, 5 = o, / = liz a^TT, on tirera de l'équation (19) 

quelle que soit la valeur de (x, et par suite 

k — o. 
Cela posé, la formule (20) donnera généralement 

et l'équation (19) se trouvera réduite à 



(21) 



i I 4- -^(cosÔ -h \^— I sinô) -h ^— c'(cos26 -h v^— i sin2^) h-... 



(i 4- 2Jcos6' -h z^y (cos|jL5 -H v/~ I sin/is). 



(w = — I, z 4-1). 



De plus, si l'on a égard k la formule (27) du Chapitre Vil (§ IV), on 
reconnaîtra facilement que le second membre de l'équation (21) peut 
être représenté par la notation 

[i -h 3 (ces ^ H- v/— i sin(?)]^. 

On aura donc, en supposant toujours la valeur de z comprise entre les 
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limites — i et 4-1, 

t 

II -f- "5(008^-+- i/— I sinô) 4- ^-— ^- 5'(cos2 4-i/— I sinaô) -h... 
I fû 
= [iH- 5(cosô-+- yZ—i sinô)]^ 

(.8=— I, 5— H-l). 

En d'autres termes, l'équation (20) du Chapitre VI (§ IV), savoir 

I 1.2 ^ 

subsistera, non seulement si l'on attribue à la variable x des valeurs 
réelles comprises entre les limites — i, -+- 1, mais encore si l'on fait 

^ — ^(cosQ -4- y/— I sinô), 

la valeur numérique de z étant inférieure à l'unité. 

Corollaire /. — La formule (21), comme toutes les équations imagi- 
naires, équivaut a deux équations réelles, qu'on obtient en égalant de 
part et d'autre les parties réelles et les coefficients de ^— i . On trou- 
vera de cette manière 

I-h -5COS0-h ^-^ i s'cOSaÔ 4-. . .=: (H- 2 5COS0-h3M* cosa.ç, 

I J .2 ' r 

(23) 

-5 sin^H- ^^^ ' z*' sin20H-. . .— (14- 25C0S^-+- 5')' sina* 
I 1.2 * 

(5 = —!, 5 = 4-1) 

la valeur de s étant toujours déterminée par l'équation (18). 

Corollaire IL — Si dans les formules (22) et (23) on pose |x = — i, 
et que l'on y remplace z par — 5, on obtiendra les équations (8) et 
(10) du § I. 

Corollaire III. — Si l'on pose = - ou, ce qui revient au même, 



cosônzo, sinô=ri, 
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la valeur de s, donnée par la formule (18), deviendra 

s — arc longs, 
et restera comprise entre les limites ~ 7> +t pour toute valeur 
numérique de s inférieure à l'unité. Dans la même hypothèse, on 
aura évidemment 

s = ungj= — -, 



(I -h as COSÔ -r S*y = (8éCJ)l*= ; , 

' ' ' (COSJ)I* 

et l'on tirera des équations (23), mais seulement pour les valeurs de i 
comprises entre les limites dont il s'agit, 

/ ix(u — l) 

I cos^i ^= cosi* j — '—^ cos''-*j 8in'« 

sin fiï = t: coaf'-' J sins — '—!- ^ cosc-' j gin*j -+-... 



•=n> 



Par conséquent, si dans les formules (12) du Chapitre VU (§ II) on 
remplace le nombre entier m par une quantité quelconque [i, ces for- 
mules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs réelles possibles de 
l'arc s, ne seront plus vraies généralement que pour des valeurs 
numériques de cet arc inférieures à -• 

Paoblèhe II. — Trouver la somme de la série 

(10) 1, -(coBÔ ^^/^ sin 9), -^(cosaO -\-^^ sin a 9), ..., 

quelie que soit la valeur numérique de s. 

Solution. — Si dans les équations (18) et (21) on remplace s para* 
et (j. par -• a désignant une quantité infiniment petite, on trouvera. 
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pour toutes les valeurs de as comprises entre les limites — i , -t- i , ou, 
ce qui revient au même, pour toutes les valeurs (le z comprises entre 
les limites — -. -h -, 

1 n- '(cose + v'— I sîn&) + -^( ces a 5 + v - ' s'naO (' — ^t) 
(aô) ' + -— ^(co83e-i-v'-^sin39)(i-«)(i-- 2x) -h... 

f = (14- 3«3 cosfi + a'j')"'(cos - + l'-- I sin - ) 
i \ a st/ 

l'arc tétant déterminé par la formule 

* * * — 3'"'= I3"ë i + a-cos9 " 

Si maintenant on fait décroitrc indéfiniment dans l'équation (aS) la 
valeur numérique de a, on trouvera, en passant aux limites, 

[ -!- '(cos& -i-\ — isinS) -\ (cosaS + \'-- i sina^) 

+ 1-^ (cos3 9 -+- V — "i sin3ô) -h . . . 

f - lim l^d + -latz cos9 + «'s'/» (^cos ^ +\~i sin Çj\ 

( = ^-«, = = + «>). 

Il reste à chercher la limite du produit 

(1 + 3 as COS& H-a's')'"( cos- -h\'— 1 sin- jj 
et, par conséquent, celle de chacune des quantités 

(l -t- 21X3 cos6 ■+■ a'3')". 

Or, en premier lieu, si l'on fait 

3 3tîco59+ a'j' = S, 

OF.u-'rfs <lr t. - S. U. t. Ul. 33 
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on on conclura 

(i + 3a;cosf)+ w';')'"^- (i + €) * 
r(, par suite, 

iim(i + aK3cos^ + k's')-'— [linni + S)' j z^,e""'^. 

De plus, la valeur de s donnée par l'équation (26) étant infiniment 
petite, le rapport 

- ~ -. — COSÏ 

lanK-ï suiï 

aura pour limite l'unité; et, comme on tire de l'équation (26) 

langî _ 5 Bin9 

a ^ I + a; cos5 

* _ s zs\nO_ 

2 ~ iHii^s I + ascosÔ 

nn trouvera, en passant aux limites, 

lim(-] -- ;sinO. 

Cela posé, il est clair que le second membre de l'équation (25) aura 
pour limite l'expression imaginaire 

e-"'*fcos( = sinOj -i- y — " sin(3sinô)], 

en sorte que (a formule ( 37) deviendra 

(iS) ' '-^ 

f — (■'"■s[cos{5Sin5) -i'\'- i sin(=sine)l 

la valeur de la variable réelle = étant complètement arbitraire, puis- 
qu'elle peut être choisie à volonté entre les valeurs extrêmes = = — x, 

5 — 4-«. 
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Corollaire I. — Si, en comparant les deux membres de l'équa- 
tion (28), on égale de part et d'autre : i** les parties réelles; 2" les 

coefficients de y — i, on obtiendra les deux équations réelles 



(29) 



53* û 

I H- - ces 9 H C0S2Ô4-. . .i=:e-'^°»^C0S(5 sinô), 

I y.l 

- sin 9 4- -^^ sinaô-h. . .^e^*^"^ sin (jsinô) 

(w=r — 00, 5 = -^ oc). 

Corollaire IL — Si Ton suppose = - ou, ce qui revient au même, 



cos0 = o, sinô =1, 



les équations (29) deviendront 






I —^- — ^ — — — , , , — C0S5, 

1.2 I .3.^.4 

(3o) ; 



-+-...= sin 5 



' I 1.2.3 

(5 r=r — 00, Zizz-t-oo). 

Ces dernières subsistant, aussi bien que les équations (29), pour des 
valeurs réelles quelconques de 5, il en résulte que les fonctions sins 
et C0S3 sont toujours dévcloppables en séries ordonnées suivant les 
puissances ascendantes de la variable qu'elles renferment. Comme 
cette proposition mérite d'être remarquée, je vais la démontrer ici 
directement. ^ 
La série 

I , — 1 — j • • • j 

I 1 .2 

étant convergente pour toutes les valeurs réelles possibles de la 
variable x, restera convergente (en vertu du théorème I, corol- 
laire I) pour des valeurs imaginaires quelconques de cette même 
variable. Si Ton multiplie la somme de cette série par la somme de 
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la série semblable 

I , '-y » . • • • 1 

I 1.2 

en ayant égard à la fois au théorème 111 du § I et à la formule (6) du 
Chapitre VIII (§ IV), on trouvera, pour toutes les valeurs possibles 
réelles ou imaginaires attribuées à j? et à j,' 



iH \ h . . . ) M ^- - -+- -- 

I 1.2 / \ I 1.2 

(3i) 



...) 



1 1.2 



Lorsque, dans l'équation qui précède, on remplace x par ^v — ' ^^ 
r par jy— i, on obtient la suivante 

\ ' J 1.2 1.2.3 /\ I 1.2 1.2.3 ^/ 



1 1.2 



dans laquelle on pourra, si l'on veut, supposer réelles les variables x 
et j. Faisons, dans cette hypothèse, 

x\j - \ x^ j:*y I 

1 1.2 1.2.3 

L'équation (32) deviendra 

rs{x)^{y) -Ts{x-^ y); 

et l'on en conclura [roirle Chapitre VIII, § V, équation (12)) 

xs[x) =: A*(cos^x -i- V - 1 sin6x) 
ou, ce qui revient au même. 



\ 



xsj ~ i x^ a.' y/ I x^ 



I H- 



( 33 ) . I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 

[ : A^(cos6jr -f- V ~" ' siné^j?) 

(a: — - 00, X r- -+- x), 
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les lettres A et 6 représentant deux constantes inconnues «lont la pre- 
mière est nécessairement positive. On aura par suite 



1.3.3.4 



.= A^cosix, 



(X ::^ — CD, ^ — -+-0C), 

Pour déterminer les constantes inconnues A et b, il sulfîra d'observer : 
i" que les formules (34) doivent subsister lorsqu'on y change as en 
— X, et que, pour remplir cette condition, i] faut nécessairement sup- 
poser 

A'^A-', 
par conséquent 

2.° que, si, après avoir divisé para; les deux membres de la seconde des 
formules (34). on fait converger la variable x vers la limite zéro, le 
premier membre convergera vers la limite i, et le second membre, 
savoir 



vers la limite b; d'où résulte l'équation 



Cela posé, les formules (33) et (34) deviendront respectivement 



^v/-i 



i.a.3 "^ i.a.3.4 



—- coSiT + ^— I sinar 

{.v = -œ, x = + oc); 



tlKTJK 
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Si dans les deux dernières on remplace la variable x par la variable s, 

on retrouvera les formulos (3o). 

Il est essentiel d'observer que l'équation (3à), lorsqu'on y suppose 
:r ^= 5BinO, fournit le développement de 

cos(3 sinô) -i-\ - I sin(ssin9) 

suivant les puissances ascendantes de s. Si l'on multiplie ce dévelop- 
pemenl par celui de 



en ayant égard à la formule (3i), qui subsiste pour toutes les valeurs 
réelles et imaginaires des variables qu'elle renferme, on obtiendra 
précisément l'équation (aSV 

PhoblëheIII. — Trouver la somme de la série 

i "(cos5 -t- V — I sinO) — "-(cosaO-i- v — ' sinaô), 

f + ^ (cos3ô + \ - I sin3ô) — .. . 

dans le cas où ion attribue à la variable s une valeur comprise entre les 
limites 

Solution. — Si l'on prend à l'ordinaire la lettre /pour la caractéris- 
tique des logaritbmos népériens, on aura 

(i -H 3acos& -H 3*)' T -. e' ' ' , 

et par suite l'équation (21) pourra être mise sous la forme 

— e' (cos^ii-t-v- I sinjxj) 
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la valeur de s étant toujours donnée par la formule (i8). Si dans 
l'équation précédente on développe les deux facteurs du second 
membre en séries convergentes ordonnées suivant les puissances 
ascendantes de ix, puis, que l'on effectue le produit des deux déve- 
loppements à l'aide de la formule (3i), on trouvera 

I-+- -5(cosÔ4- v^"^ sinô) -4- ^ — ; — ^;;*(cosaô-+- v^— i sinaô») -4-. . . 

H- — [j Hl-h 2ZCOS9'\- Z^) -I-5V — lj*-h. . . 

(J = —- I, 5— -hl). 

Enfin, si, après avoir retranché l'unité de chaque membre, puis divisé 
les deux membres par (x, on fait converger la quantité (x vers la limite 
zéro, on obtiendra l'équation 



l - (cosô-4- v'^— I ^InO) — — (cosa0-+- \J— i sinaô) 

(37) ; ' 'i 

(-5 — — I, 5=:H-I). 



Corollaire L — Si l'on égale, dans les deux membres de l'équa- 
tion (37) : I** les parties réelles; 2^ les coefTicients de .y— i » et que 
Ton remette pour s sa valeur déterminée par la formule (18), on 
obtiendra les deux équations réelles 



- -1 ^3 

- COS0— — COS20 -h -„ C0S3Ô — . . .= J /(H- 25 COSÔ H- 5^), 
12 

(38) 

- sm y sm 2 -h — sm 3 9 — . . . 1= arc lang -7 

I 2 6 1 -^ 5C0SÔ 



(3 — -- I, 5 =:-4- l). 
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Corollaire II. — Si l'on suppose 6 = - ou, ce qui revient au même, 

cos5 --0, sinô - i, 

lit seconde des équations (38) deviendra 

1 3yl 5 — Y -(-"-—... — arc tanfi: (5 — — i, ; n- -,- i ). 

La série qui forme le premier membre de cette dernière équation 
étant convergente, non seulement pour toute valeur numérique de = 
inférieure à l'unité, mais aussi lorsqu'on suppose z — i («oirle Cha- 
pitre VI, § III, théorème III), il en résulte que l'équation subsistera 
dans cette dernière hypothèse; et, comme on a d'ailleurs 

arclang(i) -- -i 
on en conclura 



La formule (^u*) peut servir à calculer par approximation la valeur 
de TE, c'est-à-dire le rapport de la circonférence au diamètre. 

§ III. -^ Sotatitms emptoyéfs pour représenter (fuelques fondions 
imaginaires auxquelles on est conduit par la sommation des séries 
urgentes. Propriétés de ces mêmes fonctions. 



Considérons les six notations 



L.j-, arcsiniT 



Si l'on attribue à la variable x une valeur réelle, ces six notations 
représenteront, comme l'on sait, autant de fonctions réelles de x. 
qui, prises deux à deux, seront inverses l'une de l'autre, c'est-ii-dire 
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données par des opérations inverses, pourvu toutefois que, A dési- 
gnant un nombre, L exprime la caractéristique des logarithmes dans 
le système dont la base est A. 11 reste à fixer le sens de ces mémos 
notations, dans le cas où la variable x devient imaginaire. C'est ce 
que nous ferons ici, en commençant par les trois premières. 

On a prouvé que, dans le cas où la variable x est supposée réelle, 
les trois fonctions représentées par 

A*^, sinx, cosx 

sont toujours développables en séries convergentes ordonnées suivant 
les puissances ascendantes et entières de cette variable. On aura, en 
effet, dans cette hypothèse, 

A^ -- IH 1 H- - - -'- -h . . . , 

I 1.3 I .2.3 



(l) ' COSJ™ — I h .. ^ 



X JT* 



sin vT = 



* I 1.2.3 

la caractéristique /désignant un logarithme népérien. Déplus, comme 
(en vertu du théorème I, corollaire I, § II) les séries qu'on vient de' 
rappeler restent convergentes pour toutes les valeurs réelles ou ima- 
ginaires de la variable x, on est convenu d'étendre les équations (i) à 
tous les cas possibles, et de les considérer comme pouvant servir à 
fixer, lors même que la variable devient i«iaginairê, le sens des trois 
notations 

A-^, sinj?, cosj:. 

Observons maintenant que, si dans la première des équations (i) 
on fait 

A =: e, 

e désignant la base des logarithmes népériens, on en tirera 

^ 11.2 

OEurreideC—S.U.i.lW. 33 
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puis, en écrivant successivement, au lieu de x, xlk^ x\ -\, 

- x\l— I, 



e»^'^ =:i 



xlk :r^l\y ^»(/A)» 



I .3 1 .2.3 



j: / ûr^ œ^ 



(3) , e'^-' =,+ -r-^-t-- J' y/:,+ 

I ' i.a i.a.3 ' 






\ 



e-'V » -I v' I — i 6 V - ' ^- 

I ' I .a 1 .2.3 ^ 



On aura par suite 

(4) ' e*>/ ' = cosj: -+- V— I sinj^, 

/ - 

f e-'>/-*=: cosj? — y/ - 1 sinx, 

la variable x pouvant toujours être ou réelle, ou imaginaire. De plus, 
l'équation (3i) (§ II) donnera, quels que soient x et v, 

( 5 ) e'ey— e'-^y. 

Cela posé, il deviendra facile d'obtenir sous forme finie les valeurs de 
A"^, sino: et cosj? correspondantes à des valeurs imaginaires de la 
variable x. En effet, si Ton suppose 

(6) j7 — a H- Q^— I , 

a, Ç représentant des quantités réelles, on conclura des deux pre- 
mières équations (4) jointes k l'équation (5) 

(7) A'^e^'A— e(*-^5v^*»)'A^^«/Ag^/A/-l-_^A«(cos6/A-+-V-~isin6/A). 

et des deux dernières équations (^i) 

\ COSO^rz: - > 

(8) 

sinx i-^ ; 

2 y/— I 

puis, en remettant pour x sa valeur a h- S y/ - i , et développant les 
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seconds membres, 

COSJ7 =: cosa — . sin a v — i, 

19^ . sin vT — sm a H cosat -- * 

' .2 2 ^ 

~ cos( - ~ a — ê\' — I j. 

Ainsi, dans Thypothèse admise, les trois notations 

A"', sinj:, ces a? 

désignent respectivement les trois expressions imaginaires 

A*(cos6 /A -\- V — I sine /A), 



sm a H ces a v — i , 

2 2 * 

ces a sm a V' — I . 

2 2 

Dans la même hypothèse, si Ton fait 

l'équation (7) fournira pour la notation 

la valeur suivante : 

^*(cos6 -H v' - ' sînê). 

Les valeurs des trois fonctions 

A', sinx, coso: 

se trouvant fixées par ce qui précède, dans le cas où la variable x 
devient imaginaire, nous avons encore à chercher quelles définitions 
on doit donner, dans le même cas, des fonctions inverses 

La:, arc sin J7, arccosx 
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ou plus généralement quel sens on doit alors attribuer aux notations 

L([x)), arcsin((^)), arc ces ((x)). 
Supposons toujours 

a, Ç désignant deux quantités réelles qui peuvent être remplacées par 

le module p et Tare réel 0. Toute expression imaginaire u -h i'\ — i 
propre à vérifier l'équation 

(lo) A"^*'v'->\iT«-h S\ -i - JT 

sera ee qu'on appelle un logarithme imaginaire de or pris dans le sys- 
tème dont la base est A. Comme Téquation (ro) fournit, ainsi qu'on 
le verra ci-aprés, plusieurs valeurs de w -f- ^\ - '» dans le cas même 
où € se réduit à zéro, il en résulte que toute expression, soit imagi- 
naire, soit réelle, a plusieurs logarithmes imaginaires. Lorsque l'on 
voudra désigner indistinctement un quelconque de ces logarithmes 
(parmi lesquels on doit comprendre le logarithme réel, s'il y en a), 
on emploiera la caractéristique L ou / suivie de doubles parenthèses, 
en avant soin d'énoncer dans le discours la base du svstème. Nous 
choisirons de préférence la caractéristique /, lorsqu'il s'agira de loga- 
rithmes népériens pris dans le système dont la base est e. En vertu de 
ces conventions, les divers logarithmes des quantités réelles ou expres- 
sions imaginaires 

I, — I, a -h Sy — I , jc 

se trouveront respectivement désignés, dans le système dont la base 
est A, par 

L((i)), L(( -I)), L((a-r-ov' -1)), L((.r)) 

et, dans le système népérien dont la base est e, par 

/((!)), /((-!)), /((a4-Sv/:~i)), /((.r)). 

Cela posé, pour déterminer ces divers logarithmes, il suffira de ré- 
soudre les problèmes suivants. 
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Problème I. — Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 
r expression 

Solution. — Soit u-i-v\j-y i Tune de ces valeurs, w, v désignant 
deux quantités réelles. On aura, d'après la définition même de l'ex- 
pression /((O), 

(il) e«-+-*'v'-^ = I 

ou, ce qui revient au même, 

e^'icosv -r v~ I sin^^) ~ r. 

On tirera de cette dernière équation 

e"z I, 

et, par suite, 

1/ = o, 
cosi^ — I, sini^i^o, rni-ihaA'T:, 

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités u ei v 

étant ainsi déterminées, les diverses valeurs de w-h ^y — ' propres à 
vérifier l'équation (i i) seront évidemment comprises dans la formule 

En d'autres termes, les diverses valeurs de /((i)) seront données par 
l'équation 

(I2) ^((0) "— ^AtTV — * . 

Parmi ces valeurs une seule est réelle, savoir, celle qu'on obtient en 
posant X- " o, et qui se réduit elle-même k zéro. C'est pour repré- 
senter cette valeur réelle qu'on emploie communément la notation 

simple 

/(i) ou l\. 

Quant aux valeurs imaginaires de /((i))» ^^^^^ sont évidemment en 
nombre infini. 
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Problème II. — Trouver les diverses valeurs de l'expression 

Solution. — Soit w-M'y — i Tune de ces valeurs, m, v désignant 
deux quantités réelles. On aura, d*après la définition même de Tex- 
pression /(( — i)), 

(i3) e^-^^v'-^ — — I 

ou, ce qui revient au même, 

e"(cosr4-V isin*') — — I. 

On tirera de cette dernière équation 

e" - - I , 
CCS r -t- V -- i sin i' - — i 

et, par suite. 

Il — o, 
cosr--— I, sinr— o, i» - ±: (aAr -+-i)7r, 

k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités w, v étant 
ainsi déterminées, les diverses valeurs de a -h v^y — ' propres à véri- 
fier Téquation (i3) se trouveront évidemment comprises dans la for- 
mule 

En d'autres termes, les diverses valeurs de /(( — i)) seront données par 
l'équation 

(i4) '((-0) -- --(2X'-+-i)7rv/-^"7. 

Par conséquent ces valeurs seront toutes imaginaires et en nombre 
infini. 

Problème III. — Trouver les diverses valeurs de l'expression 



Solution. — Soit u -hv^-- i Tune de ces valeurs. On aura, d'après 
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la définition même de l'expression /((a -h 6 v^— i)), 

(i5) e**-^*'^-^— «H-6v/'~i =:p(cos0-+-v^— I sinô) 

ou, ce qui revient au même, 

e"(cosr -h\f^ sini') = p(cos0-i- y/- i sinô), 



p désignant le module de a h- 6v^— i . On tirera de l'équation précé- 
dente 

e« - p, 



cosp H- v/ I sini'i^ cos6 -h y — i sinÔ 
et, par suite, 

w~/(p), 
cos(^ — cosô, sini^z^sin^, ç — Qzh ^kn^ 



k représentant un nombre entier quelconque. Les quantités a, v étant 
ainsi déterminées, les diverses valeurs de u-^\^sj ~\ se trouveront 
comprises dans la formule 



u H- v>J~ I — /(p) -f- 0y/ — I it îAtttv ' • 

En d'autres termes, les diverses valeurs de 

/((«^êy/:-!)) 
seront données par l'équation 

(i6) /((« + 6s/-l)) - /(p) 4- Os "i ^ /((O). 

U est bon d'observer que dans cette dernière équation la valeur de p 
est complètement déterminée et égale à 



V «* -+- 6» , 

tandis que l'arc G peut être l'un quelconque de ceux qui ont pour 
-^- -j et pour sinus --^^^« 



cosinus - 
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Corollaire I. — Si Ton fait, pour plus de commodilé, 

(17) C — arclang > 

il sera facile d'introduire dans la formule (16) Tare s au lieu de l'arc 0. 

En effet, on pourra supposer 

-C 

si a est positif, et 

si a est négatif. On trouvera, dans la première hypothèse, 

(r8) /((a-f-6v ' iV) - /(p) 4- Çy' - ' "^ ^((« 

et, dans la seconde, 

(19) /(^(an-ov' -i))^/(p)-i-;v'-' -^r,\'~i -t-/((i)). 

Si dans cette dernière équation on fait, en particulier, 

a-t-Gy— I 3 — I, c'esl-à-dire «t. — i, o -- o 

et, par suite, 

p — I, ï o, 

on obtiendra la suivante 

Il en résulte qu'on aura généralement, pour des valeurs négatives 
de a, 

(2r) /((a-f-6v^ -i)V----/(p)-^-;v'-i -f- /(("!)). 

Supposons maintenant que dans les formules (18) et (21) on sub- 
stitue à la place de p et de J^ leurs valeurs 

(oc=-h6')* et arctang-- 
On trouvera, pour les diverses valeurs de 

/((«-i-Gv'-.)): 
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I® Si a est positif, 

2** Si a est négatif, 

(23) /((a + 6v/^))=^/(a*+6»)4-(arclang|)v^^-^-^((--0). 

Corollaire IL — Si, dans les équations (22) et (23), on suppose 
6 = 0, elles donneront respectivement, pour des valeurs positives 
de a, 



(24) /((«)) ^ KOL) 4- /((!)) =::: /(«) ± 2X'7: V^-T 

et, pour des valeurs négatives de a, 

( 25) /((«)) = /(- «) -f- /((- 1)) = /(- a) ± {<xk 4- i)7r v/-V, 

^ devant toujours être un nombre entier. 11 suit de ces dernières for- 
mules qu'une quantité réelle a a une infinité de logarithmes imagi- 
naires, parmi lesquels se trouve un seul logarithme réel, dans le cas 
où a est positif. On obtient ce logarithme réel, désigné par la notation 
simple /(a) ou /a, en posant, dans l'équation (24), ^ = o. 

Scolie L — Parmi les diverses valeurs de /((i))» ^'"si qu'on Ta déjà 
remarqué, il en est une égale ii zéro, que Ton indique par la notation 
/(i) ou /i, en faisant usage de parenthèses simples, ou même les sup- 
primant tout à fait. Si l'on substitue cette valeur particulière dans 
l'équation (22), on obtiendra une valeur correspondante de 

/((«4.6v/=T)), 

que l'analogie nous porte à indiquer, à l'aide de parenthèses simples, 
par la notation 

/(a 4. 6^/—). 

C'est ce que nous ferons désormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, 

(26) /(«-+- ^sf^\) — - 1{0L^ 4- 6>) -h Urc tang- j v^— 1. 

OPMvres de C, S. Il, f. III. 34 
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Si, au contraire, oc devient négatif, — a. étant alors positif, on trou- 
vera 

ou, ce qui revient au même, 

(37) /(- « - 6 v/~) = [ '(«' + 6') + (arclang^) s/:r7 . 

En faisant usage des notations précédentes, on réduira los équa- 
tions (22) et (23) à celles qui suivent 

(28) /((« + S\/^)) ^ /(« -H Sv^=l) -H /{(.)), 

(39) /((« + s v^)) ^ /(- « - s v/=n) -H /((-■)), 

la première se rapportant à des valeurs positives de a, et la seconde 
à des valeurs négatives de la même quantité. En d'autres tci'mes, sui- 
vant que la partie réelle d'une expression imaginaire représentée par 
.r sera positive ou négative, on aura 

(3o) l{(x))=zl(x) + l{ii)) 

ou bien 

(3i) /((x)) = /{-j) -h /((-!)). 

En résumant ce qu'on vient de dire, on voit que la notation 

■A une signilication précise déterminée par l'équation (26), dans le 
cas seulement où la partie réelle de l'expression imaginaire repré- 
sentée para; est positive, tandis que la notation 

'((■^)) 

a, dans tous les cas possibles, une infinité de valeurs déterminées par 
l'une des équations (28) et (29). 
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Problème IV. — Trousser les diverses valeurs de l'expression 

L((aH-6v^37)), 

la caractéristique L indiquant un logarithme pris dctns le système dont la 
hase est A. 



Solution. — Soit toujours u 4- v^J — i Tune des valeurs de l'expres- 
sion que l'on considère. On aura, d'après la définition même de cette 
expression, 

(32) A«-^*'v^=aH-6v^'^ 

OU, ce qui revient au même, 

/ étant la caractéristique relative aux logarithmes népériens. On en 
conclura 

et, par suite, 

u -h v\J— I — -^^^^ j~ ^ 

ou, en d'autres termes, 

(33) L((« + 6v^:r7))=^((fL±ls^E!l). 

Cette dernière équation subsiste dans le cas même où 6 s'évanouit, 

c*est-à-dire lorsque l'expression imaginaire a h- ^yj— r se réduit à 
une quantité réelle. 

Scolie. — Si l'on suppose la quantité a positive, à la valeur particu- 
lière de /((a 4- 6^— i)) représentée par /(a 4- &\l~^\) correspondra 
une valeur particulière de L((a 4- Sv^— 1)), que l'analogie nous porte 
a désigner à l'aide de parenthèses simples par la notation 

L(a4-6v^^^). 



268 COURS D'ANALYSE. 

Cela posé, on aura, pour des valeurs posilives de o 



(34) L(. + 6/:r-,)=?(i±Av-9 = lL( 



/A 



h 6') H 



jrc tang- 



De plus, si dans l'équation (33) on substitue pour /((on- 6v — ')) sa 
valeur tirée successivement des formules (28) et (29), on trouvera, 
pour des valeurs positives de la quantité a, 

(35) L((, + 6i/:r^)) = t^-"-,i*^ + '4i» = L(. + 6v'=^)-M(.)). 

ri, pour des valeurs négatives de la même quantité, 

! ■ :L(-«-êv'-') + L((-i)). 

En d'autres termes, suivant que la partie réelle d'une expression ima- 
ginaire représentée par a; sera positive ou négative, on aura 



nu bien 

(38) L(Cx)) = L{-x) + L{{- .)) = L(- X) ± i^*+')^^/^' 



A désignant un nombre entier quelconque. On peut ajouter que des 
deux formules précédentes la première subsiste pour toutes les valeurs 
réelles positives^, et la seconde pour toutes les valeurs réelles néga- 
tives de la même variable. 

Après avoir calculé les divers logarithmes de l'expression imagi- 
naire 

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est 
égal à X. Si l'on désigne par 

arccos((^)) — - « -4- i'\/^ 
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l'un quelconque de ces arcs, on aura, pour déterminer w4-^v^— i, 
l'équation 

ou, ce qui revient au même, la suivante 



e^^e-"" e^'—e-" 



(Sg) cos/i sin u sj — i = a -+- 6 y/— i , 



laquelle se divise en deux autres, savoir 



(4o) cosa = a, sinttrn— S. 



A ces dernières on peut substituer le système équivalent des deux 
formules 

(4i) e^-— r^, «-•'= 



cos^/ sinu cosa %\nu 



De plus, si l'on élimine v entre les formules (4i)> on en tirera succes- 
sivement 



«* 6« _^ 



cos*a sin*w 
sin* a — (i — a* — 6*) sin* a — 6*=o; 



puis, en observant que sin^a est nécessairement une quantité posi 
tive, ^ 

Sin«C.z:r .^ ^ \/( ^ ) H- ^^ 

On aura, par suite. 



cos' 



„ ^ l±^ _ ^^, + aJ-^6y_ ^, 



a' 



et, comme [en vertu de la première des équations (4o)l cosw et a 
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doivent être de même signe, on trouvera, en ex(rayant les racines 

carrées, 

(4a) cos« — - — — — — ^' 

Cpla posé, si l'on fait, pour plus de commodité, 

U = arc cos — — - — — -; > 



(43) 



V(^ 



on conclura des équations (4i) et (4^) 

(44) u = ±V±2k-i:, f = ±V, 

k désignant un nombre entier quelconque, et les deux lettres U, V 
devant être affectées du même signe; en sorte qu'on aura définitive- 
ment 

(45) arc cos((^)) =:±:3(tït±(ll+V v^^)- 

Parmi les diverses valeurs de arc cos((a;)) que fournit l'équation pré- 
cédente, la plus simple est celle qu'on obtient en posant ^ = o dans le 
premier terme du second membre, et prenant l'autre terme avec le 
signe -f- . Nous la' désignerons à l'aide de parenthèses simples, et nous 
écrirons en conséquence 

arccos{j-) = U -!- V v'— i 

OU même, en supprimant tout à Tait les parenthèses, 

( 46) arc cos J7 = U + V \f— i . 

Dans le cas particulier où, € étant nul, la quantité a reste comprise 
entre les limites — i, h-i, la formule (46) se réduit, comme on 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE IX. 271 

devait s'y attendre, à l'équation identique. 

arc cosa = arccosa. 

D'autre part, si l'on observe que ±2^7: représente un quelconque 
des arcs qui ont l'unité pour cosinus, on reconnaîtra que l'équa- 
tion (45) peut être mise sous la forme 

(47) arccos((.a:)) =zdr arccosa? h- arc cos((i)). 

Il est encore essentiel de remarquer que, dans le cas où l'on suppose 
6 = et la valeur numérique de a supérieure à l'unité, l'expression 

arccosa 

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera donnée par 
l'équation 

(48) arc cosa = /(a)v/— i 
si a est positif, et par la suivante 

(49) arccosa = TrH- /(— a)v^— i = [/(— a) — tt v/— i ] )/— 1 

si a devient négatif. 

Considérons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est 
x = oL-h 6^ — 1 . Si l'on désigne un quelconque de ces arcs par 

arcsin((a7))i= u -+- i>\J— \ , 
on trouvera, en ayant égard à la seconde des équations (9)^ 

X =i^\n(^u -^ i^y/— i)z= cos( w — vsj— I y 

et l'on en conclura 

(50) arcsin((a:))r= u 4- v\J— 1 1= - — arccos((a:)). 

Si, dans la formule précédente, on substitue les diverses valeurs de 
arccos((;r)), dont l'une a été désignée par la notation arccos(a7) ou 
arccosa;, on obtiendra les diverses valeurs de arcsin((a?)), dont l'une 
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sera désignée par la notation arcsin(;r) ou arcsin^r, et déterminée 
par Téquation 

(5i) arcsmj"— arccosa:. 

A Taide des principes que nous venons d'établir, il est aisé de 
reconnaître les propriétés les plus essentielles dont jouissent les fonc- 
tions de la variable imaginaire œ représentées par les notations 

A*, cosx, sinj", 

Lx, arccosjT, arcsinj:*. 

Pour obtenir ces propriétés, il suffit d'étendre les formules que ces 
fonctions vérifient dans le cas où la variable x est réelle, au cas où la 
variable devient imaginaire. Cette extension s'effectue d'ordinaire 
sans difficulté pour chacune des trois fonctions 

A*, cos^, sinx. 

Ainsi, par exemple. A, B, C, ... désignant plusieurs nombres, on 
prouvera facilement que les équations 

(52) 

( A*B'C^./.-(ABC...)^ 

!cos(a' -\-y) = cosxcosx — s\na: siny, 
sin(j: -\-y) z=z sinjrcosjH- siny cosx 

subsistent également pour des valeurs réelles et pour des valeurs ima- 
ginaires quelconques des variables a:, j, s, .... Mais, si l'on considère 
des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 

Lx, arc ces j™, arcsinx, 

on trouvera le plus souvent que ces formules, étendues au cas où les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu'avec des res- 
trictions considérables, et pour certaines valeurs des variables dont il 
s'agit. Par exemple, si l'on fait 
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. et, si l'on désigne par (x une quantité réelle quelconque, on recon- 
naîtra que la formule 

(54) L(x) -h L(y) -h L(z) -i- . , .=zL{xyz. . .) 

subsiste seulement dans le cas où, a, a', a'', ... étant positifs, la 
somme 

arc tang — h arc tang — -h arc lang -^ -h . . . 

reste comprise entre les limites j n — ; et la formule 

(55) L{xV-) = iiL(x), 

dans le cas où, a étant positif, le produit 

fx arc tang - 

reste compris entre les mêmes limites. 
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CHAPITRE X. 

SUR LES RACINES RÉELLES OU IMAGINAIRES DBS ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONT LE PREMIER 
MEMBRE EST UNE FONCTION RATIONNELLE ET ENTIÈRE D^UNE SEULE TARIABLE. RÉSOLUTION 
UE QUELQUES ÉQUATIONS DE CETTE ESPÈCE PAR L' ALGÈBRE OU LA TRIGONOMÉTRIE. 



§ 1 . —On peut satisfaire à toute équation dont le premier membre est 
une fonction rationnelle et entière de la variable x par des valeurs 
réelles ou imaginaires de cette variable. Décomposition des polynômes 
en facteurs du premier et du second degré. Représentation géomé- 
trique des facteurs réels du second degré. 

Considérons une équation algébrique dont le premier membre soit 
une fonction rationnelle et entière de la variable x. Si n représente le 
degré de cette équation, elle pourra se mettre sous la forme 

«0» «I» ^2» •• •> ^n^\^ ^n étant des coefficients constants réels ou imagi- 
naires. On appelle racine de cette même équation toute expression 
réelle ou imaginaire qui, substituée à la place de l'inconnue x^ rend le 
premier membre égal à zéro. Supposons d'abord, pour fixer les idées, 
que les constantes a^^ a,, a^, •.., a„ se réduisent à des quantités 
réelles. Alors, si deux valeurs réelles de x substituées dans le premier 
membre de l'équation (i) fournissent deux résultats entre lesquels 
zéro se trouve compris, c'est-à-dire deux résultats de signes contraires, 
on conclura du Chapitre II (§ II, théorème IV) que l'équation (i) 
admet une ou plusieurs racines réelles comprises entre ces valeurs. Il 
en résulte que toute équation de degré impair aura au moins une 
racine réelle. En effet, si n est un nombre impair, le premier membre 
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de Téquation (i) changera de signe, avec son premier terme à^af*, 
toutes les fois qu*en attribuant à la variable x des valeurs numériques 
très considérables on fera passer cette variable du positif au négatif 
(wirle théorème VIII du Chapitre II, § I). 

Lorsque n devient un nombre pair, la quantité ocf^ demeurant posi- 
tive tant que la variable x est réelle, le premier membre de l'équa- 
tion (i) finit par être, pour de très grandes valeurs numériques de a?, 
constamment de même signe que a^. Si, dans la même hypothèse, a„ 
et a^ sont de signes contraires, le premier membre changera évidem- 
ment de signe, lorsqu'on passera d'une très grande valeur numérique 
de a: à une très petite, en laissant la variable toujours positive ou tou- 
jours négative. L'équation (i) aura donc alors deux racines réelles : 
l'une positive et l'autre négative. 

Lorsque, n étant un nombre pair, a^ et a„ sont de même signe, il 
peut arriver que le premier membre de l'équation (i) reste, pour 
toutes les valeurs réelles de x, de même signe que a©, sans jamais 
s'évanouir. C'est ce qui a lieu, par exemple, pour chacune des équa- 
tions binômes 

X* -h I =: O, 07* 4- I = O, J7« -h I = O, 

Dans un cas semblable, l'équation (i) n'aura plus de racines réelles; 
mais on y satisfera en prenant pour x une expression imaginaire 

w, V désignant deux quantités réelles et finies. Cette proposition et 
celles que nous venons d'établir se trouvent renfermées dans le théo- 
rème suivant : 

Théorème I. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a^, a^^ . . ., a^-i, a^, l'équation 

dans laquelle n désigne un nombre entier égal ou supérieur à l'unité^ a 
toujours des racines réelles ou imaginaires. 
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Démonstration. — Désignons, pour abréger, par f{x) le premier 
membre de l'équation (i) : f{x) sera une fonction réelle ou imagi- 
naire, mais toujours entière, de la variable x\ et, puisque toute ex- 
pression réelle u se trouve comprise comme cas particulier dans une 
expression imaginaire u -h s^^— i , il suffira, pour établir le théorème 
énoncé, de démontrer généralement qu'on peut satisfaire à l'équation 

(I) /(a:) = 0, 

en prenant 

X — w 4- i^V^— I, 

puis attribuant aux nouvelles variables u ei ç des valeurs réelles. Or, 
si l'on substitue la valeur précédente de x dans la fonction f{x)^ le 
résultat sera de la forme 

ç(tt, i'), x("»*') désignant deux fonctions réelles et entières des va- 
riables u et s^. Cela posé, l'équation (i) deviendra 

9(w, r)H-v/— iX(w, i^) = o; 

et, pour y satisfaire, il suffira de vérifier les deux équations réelles 
OU, ce qui revient au même, l'équation unique 

(3) [9(",0?-H[x("»0]'=o. 

Donc, si l'on pose, pour plus de commodité, 

il restera seulement à montrer que Ton peut obtenir des valeurs réelles 
de w et de f' propres à faire évanouir la fonction 

On y parviendra sans peine a l'aide des considérations suivantes. 
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D'abord, pour déterminer la valeur générale de la fonction F(i/, v), 
on représentera chacune des constantes réelles ou imaginaires a»» 
ûf,, ...,an-.if a«, ainsi que la variable imaginaire u -f-^v^— i, par le 
produit d'un module et d'une expression réduite; et l'on écrira, en 
conséquence, 

ao =-.po (cos^o -4- y/— I sin^o )> 
at =pi (cosôt 4-v^^sin0, ), 

(5) [ 

«»-t= Pi»-i(cos0„_tH- V^^sin^n-,), 

«« — p« (cos0„ -i-v/^sin0rt ), 

(6) MH- cv^— I =r(cos^-4- v/— I siri^). 

On aura, par suite, 

= po r» [ ces ( 71^-4- 0o)-+-/--^sin(/i^-4-Ôo)] 

(7) { -f-p,r'»-*[cos(/i — i.^-h 0|)-f-v^— I sin(/i — 1.^4- 9,)] -f-. . . 
-+- p„_ir[cos(/ -4- 0„-,) 4- \/^ sin ( ^ -4- 9„_, )] 
H- p„(cos0«-+- v^^sin0„); 

et l'on en déduira 

(f(u^v) = p^r'*cos(nt-^dQ) -h pir*»-' cos(/i — i .^-h Ôj) -h. . . 

...-+- p«-ir ces (^-4- 0„_,) -+- p« ces 9„, 

(8) { 

•^(uy v) =z p^ r'* 8\n( nt-^ %) -hpir»-* sin(/i — i .^ -h 0i) -h. . . 

. . .-+- Prt-iT sin(^ -h 0«_,) -f- p„ sin6„, 
F(w, v)=: [por'^cos{nt-h 0©) -+-pir"-*cos(/i — i .^H- 0,) -h. . . 

... H- p„-ir COS(^ 4- 0„-.i ) 4- pn COSdnY 

-+-[por*sin(/i^-4-Ôo)-4-p4'''""'' 8in(/i — i.^ 4- 9|) 4-. . . 

(9) { ...4-p„-ir sin(^4-0;,_,)4-p„sine„]* 



= ^"^ [pî 



apop|COs(^4- Qq— 9i) 
r 

PÎ4- apo p,cos(a^4-eo— 9,) ^ 

4 — I r 



• • • I • 
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Il résulte de cette dernière formule que la fonction F(ii, f'), tou- 
jours évidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont Tun, 
savoir 

croîtra indéfiniment si Ton attribue aux variables i/, v, ou à Tune 
d'elles seulement, des valeurs numériques de plus en plus grandes, 
tandis que l'autre facteur convergera dans la même hypothèse vers la 
limite pj, c'est-à-dire vers une limite finie différente de zéro. On en 
conclura que la fonction F(i/, ^) ne peut conserver une valeur finie 
qu'autant que les deux quantités i/, i^ reçoivent elles-mêmes des va- 
leurs de cette espèce, et devient infiniment grande dès que Tune des 
deux quantités croît indéfiniment. De plus, comme l'équation (4) 
donne pour F(w, v) une fonction entière, et par conséquent une fonc- 
tion continue des variables u et i', il est clair que F(m, i'), variant avec 
elles par degrés insensibles, et ne pouvant s'abaisser au-dessous de 
zéro, atteindra une ou plusieurs fois une certaine limite inférieure 
qu'elle ne dépassera jamais. Représentons par A cette limite, et par 
Wo» ^0 wiï des systèmes de valeurs finies de u et de i', pour lesquels 
F(w, (^) se réduit à A, en sorte qu'on ait identiquement 

(lo) F(wo, i'o) — A. 

La différence F(w, t^) — F(wo» ^o) "^ s'abaissera jamais au-dessous de 
zéro; par conséquent, si l'on fait 

(il) l/nzWp-haA, V— Ço-^ OLky 

a désignant une quantité infiniment petite, et h, k deux quantités 
finies, l'expression 

F(//o -+-«/«, i;o-+-3tA') — F(i/o, ('o) 

ne sera jamais négative. En partant de ce principe, il sera facile de 
déterminer la valeur de la constante A, ainsi qu'on va le faire voir. 

Si dans l'expression imaginaire /(w-f- çyj— i) on substitue pourw 
et {^ leurs'valeurs données par les formules (ii), cette expression, 
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devenant alors une fonction imaginaire et entière du produit 

pourra être développée suivant les puissances entières et ascendantes 
de ce même produit. En désignant par 

R (cosT 4-v^^sinT ), 

Rt(cosT, H-v/^=^sinT,), 

f 

R«(cosT„-hv^^^sinT„) 

les coefficients imaginaires 'de ces puissances dont quelques-uns peu- 
vent se réduire à zéro, et faisant, pour plus de commodité, 

(la) h -4- A:v^— I =p(cos9 -h^—i sinô), 

on obtiendra Téquation 

/[woH-^oS/— ^ + (x(h-h ksj— i)] 

, =:R(cosT-f-v^=n'sinT) 
(i3) { 

4- aR,p[cos(T, 4- 0) -4- v/^ sin(T, -f- 9)] -h. . . 
. . .-h ««R«p'»[cos(T„ H- nB) -f- v^^ sin(T„ H- nQ)\ 

dans laquelle les termes du second membre, et par conséquent les 
modules 

ne sauraient s'évanouir tous en même temps. Comme on aura d'ailleurs 

(14) I /[wo-H«AH-(^o-+-aA:)v/^=^] 

on conclura de Téquation (i3) 



(i5) 



= RcosT -h aRjp cos(Ti 4- 0) -h. . .4- «"R^p" cos(T„ 4- nB), 
= R sinT 4- «Rip sin(T, 4- 0) 4-. . .4- a'^Rnp'» sin(T„ 4- /i0), 
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et, par suite, 

(i6) { = [R cosT -4- aR,p cos(T, -h 0) -+-... -f- «"R^p* cos(T„ -4- n 0)]* 
H- [R sinT H- «R,p sin(T, -4- 0) -+-. . .-h a^R^p'» 8in(T« -h /i0)]'. 

Si dans cette dernière formule on pose a = o, on en tirera 

Donc R* = A, R = A^. Si maintenant on développe le second membre 
de Téquation (i6) suivant les puissances descendantes de R, et que 

Ton y remplace ensuite R par A^, cette équation deviendra 

F(i/o-+- OLhf i'o-^- «^) 

(j^) / =A-i-2A«ap[R, cos(T, — T-h(?)-h. 

a»p«| [R,cos(T, -h9) 
[Ri8in(T, -h5) 



a«-tp«-»R^ cos(T„ — T -h nQ)] 

. 4- «•-'p»-*R„ cos(T^ 4- /i0)P 
a— »p'»-»R„sin(T«-+-/i0)P|; 



et, si Ton fait passer dans le premier membre la quantité A = F(i/,, i'o), 
on trouvera définitivement 

F(wo-h (xh, Vo-\- (xk) — F(i/o, i^o) 

(i8) / ^?A«ap[R,cos(T, — T4-0)-h...-4-a»-*p*-«R«cos(T„ — T-hfiô)] 

(x*p* j [R,cos(T, -+- 0) 4-. . .-h a»-»p'»-'R«cos(T„ -h nÔ)]* 
-+- [R, sin(T, 4- Ô) -h. . .-h ««-•p»-*R» sin(T„ 4- /lÔ)]' j. 

Gela posé» puisque la différence 

F(i/o-h ah, Vo-h ak) — F(ao> ^o) 

ne doit jamais s'abaisser au-dessous de la limite zéro, il faudra de 
toute nécessité que, pour de très petites valeurs numériques de a, le 
second membre de Téquation précédente, et par suite le premier 
terme de ce second membre, c'est-à-dire le terme qui renferme la plus 
petite puissance de a, ne puisse devenir négatif. Or, en désignant par 
R;„ la première des quantités 



Ri> Rj» • • •» R« 
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qui obtient une valeur différente de zéro, on trouvera, pour le terme 
dont il s*agit, 

^AÏ^mpmR^ cos(T,„ - T -f- m6), 

si A n'est pas nul, et 

dans l'hypothèse contraire. De plus, comme, la valeur de l'arc 6 étant 
tout à fait indéterminée, on peut en disposer de manière a donner au 
facteur 

cos(T;„-T-hm0), 

et par conséquent au produit 

2A'a'«p'«R,« cos(T,„ — T 4- m©), 

tel signe que Ton voudra, il est clair que la seconde hypothèse reste 
seule admissible. On aura donc nécessairement 

(19) A =10, 
ce qui réduira l'équation (10) à 

(20) F(wo>^o) = o- 

Il en résulte que la fonction F(m, ç) s'évanouira si l'on attribue aux 
variables u^v les valeurs réelles !/«, f'oî et, par suite, que l'on vérifiera 
Téquation 

(î) /{^)--^o 

en prenant 

a* irr «0 -H t^o V^— * • 

En d'autres termes, u^-h i^w — i sera une racine de l'équation 

La démonstration précédente du théorème I, quoique différente en 
plusieurs points de celle qu'en a donnée M. Legendre (Théorie des 
Nombres, l^ Partie, § XIV), est fondée sur les mêmes principes. 

OEuures de C. — S. U. l. IH. 36 
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Corollaire. — Le polynôme 

s'évanouissant, ainsi qu'on vient de le dire, pour 



X = Mo H- ^0 v^— I > 

sera, en vertu du théorème I (Chapitre VIII, § IV), algébriquement, 
divisible par le facteur 

X — Wo — <»o V^ ' • 

Le quotient, ne pouvant être qu*un nouveau polynôme du degré n — \ 
par rapport à a?, sera encore nécessairement divisible par un nouveau 
facteur de même forme que le précédent, c'est-à-dire du premier 
degré par rapport à x. Désignons par 

X — l/| — i\\j — I 

ce nouveau facteur. Le polynôme /(a?) sera équivalent au produit des 
deux facteurs 

X — «0 — *'o V^— * > X — 1/, — r, V I 

par un troisième polynôme du degré /i — 2. On prouvera que ce troi- 
sième polynôme est divisible par un troisième facteur semblable aux 
deux autres: et, en continuant à opérer de la même manière, on finira 
par obtenir n facteurs linéaires du polynôme /(a:). Soient respective- 
ment 



ces mêmes facteurs. En divisant le polynôme /(a;) par leur produit, 
on trouvera pour quotient une constante évidemment égale au coetR- 
cientao de la plus haute puissance de x dans /(a:). On aura, en con- 
séquence. 

Cette dernière équation renferme un théorème que Ton peut énoncer 
ainsi qu'il suit : 
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Théorème II. — Quelles que soient les valeurs réelles ou imaginaires des 
constantes a^, a, , .... a^-i t a,,, le polynôme * 

sera équiv^alent au produit de la constante a„ par n facteurs linéaires de 

la forme 

X ^ CL — êy — ' • 

Déterminer les facteurs dont il est ici question, c*est ce qu'on 
appelle décomposer le polynôme /(^) en ses facteurs linéaires. Il n*y 
a qu'une seule manière d'effectuer cette décomposition. Pour le dé- 
montrer, supposons que deux méthodes différentes aient fourni les 
deux équations 



(32) 






On en tirera 

(23) _ 

( — (j7 — wo— To v' - i) (o^ — W| — i'i v''— i). . .(^ — W/i -I— <%*-i \/ - ')• 

Le dernier membre de la formule précédente s'évanouissant lorsqu'on 
attribue à la variable x la valeur particulière u^ -h ^o V^— *> ^^ faudra 
de toute nécessité que, pour cette même valeur de a:, le premier 
membre, et par conséquent l'un de ses facteurs (voir le Chapitre VII, 
§ II, théorème VU, corollaire II), se réduise à zéro. Soit 

^ — «0 — 6o v''— I 

le facteur dont il s'agit. On aura identiquement 
et, par suite, 

X — «0— êoV -" I i:r X — I/o— ^oV^— ï • 
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Cela posé, Ja formule (23) pourra être remplacée par la suivante : 

( j: — a, — o, \— i). ..(x — (Xn-i — S„_, v^— i) 
- (.r — //, — i', v- i). . .(»^ — w«-|— «'«-i V''— >)• 

Le second membre de celle-ci s'évanouissant lorsqu'on suppose 

l'un des facteurs du premier membre, par exemple, 

devra s'évanouir dans la même hypothèse, ce qui entraînera deux 
nouvelles équations identiques de la forme 

«1 — ^i V — I = w, -h x'i V — > f 
.A' — ai — c, y — I zzz JT — «'i — <*i V — * • 

En répétant plusieurs fois le même raisonnement, on prouvera que les 
différents facteurs linéaires dont se composent les seconds membres 
des équations (22) sont absolument les mêmes dans Tune et l'autre 
équation. Il est essentiel d'ajouter que chaque facteur imaginaire de 
la forme 

se change en un facteur réel j? — a, toutes les fois que la quantité 6 
se réduit à zéro. 

Le premier membre de l'équation (i), étant, d'après ce qu'on vient 
de dire, décomposable d'une seule manière en facteurs linéaires, ne 
peut s'évanouir qu'avec l'un de ces facteurs. Si donc on les égale suc- 
cessivement à zéro, on obtiendra toutes les valeurs possibles de x 

propres à vérifier l'équation (i), c'est-à-dire toutes les racines de 

> 

cette équation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs 
linéaires, sera égal à n. De plus, à chaque facteur réel de la forme 
cT — a correspondra une racine réelle a, et à chaque facteur imagi- 
naire de la forme 
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une racine imaginaire 

a H- ê y/— I . 

Ces remarques suffisent pour établir la proposition suivante : 

Théorème III. — Quelles que soient les valeurs réelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a^^ a^^ . . . , a^_ , • «n» l équation 

a toujours n racines réelles ou imaginaires, et n *en saurait avoir un plus 
grand nombre. 

Il peut arriver que plusieurs des racines de l'équation (i) soient 
égales entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs différentes de 
la variable propres à vérifier cette même équation devient nécessaire- 
ment inférieur à n. Ainsi, par exemple, l'équation du second degré 

X' — rtax -h «-=: O 

ayant ses deux racines égales, on ne pourra y satisfaire que par une 
seule valeur de x, savoir 

X ^=^ a. 

Lorsque les constantes ««, a, , . . . , a^^, , a^ sont toutes réelles, l'ex- 
pression imaginaire 

ne peut évidemment être une racine de l'équation (i), sans que l'ex- 
pression conjuguée 



soit une autre racine de la même équation. Par conséquent, dans cette 
hypothèse, les facteurs imaginaires et linéaires du polynôme qui forme 
le premier membre de l'équation (i) sont deux à deux conjugués et 
de la forme 

Le produit de deux semblables facteurs étant un polynôme réel du 
second degré, savoir 

{x-oLy-^^\ 
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on déduit immédiatement de Tobservation qu*on vient de faire le 
théorème suivant : 

Théorème IV. — Lorsque «ot ^i • • • • • ««-i » û/i désignent des constantes 
réelles y le polynôme 

(24) floJ''»-f- ffiX""*-!-. . .-h a«-iJ? -h a« 

est décomposable en facteurs réels du premier ou du second degré. 

Dans ce qui précède, nous avons présenté les racines imaginaires 
de l'équation (i) sous la forme 

Alors, pour le polynôme (24), un facteur réel du second degré corres- 
pondant à deux racines imaginaires conjuguées 



était de la forme 

Si Ton fait, pour plus de commodité, 

a ±: €\ - 1 =p(cos& :!r V -" ' sinô) 

(p désignant une quantité positive et un angle que Ton pourra sup- 
poser compris entre les limites o, 1:), le même facteur réel du second 
degré deviendra 

(X — pcosô)'-!- (psin6)'--x*— apxcos9 -h p'. 

Il est facile de construire géométriquement cette dernière expres- 
sion dans le cas où Ton attribue à la variable x une valeur réelle. En 
effet, si Ton trace un triangle dans lequel un angle soit égal à Ô, les 
deux côtés adjacents étant respectivement représentés Tun par la 
valeur numérique de x, l'autre par le module p, le carré du troisième 
côté sera (d'après un théorème connu de Trigonométrie) la valeur du 
trinôme 
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toutes les fois que la variable x sera positive. Si la variable x devient 
négative, il suffira de remplacer dans la construction indiquée l'angle 
par son supplément. 

Le troisième côté du triangle dont il est ici question ne peut s'éva- 
nouir que dans le cas où les deux premiers côtés tombent sur une 
même droite, et où leurs extrémités coïncident, ce qui exige : i** que 
l'angle se réduise à zéro ou à it; 2** que la valeur numérique de or 
soit égale à p. Par suite, le facteur 

X^— 2pj:COS0 4- p* 

ne pourra devenir nul pour une valeur réelle de A:, à moins que l'on 

ne suppose 

cosô- I ou cos0i= — i; 

et la seule valeur de x propre à faire évanouir ce facteur sera, dans la 
première hypothèse, 

X — 0, 

dans la seconde, 

X — — p. 

On arriverait directement au même but en observant que l'équation 

^•* — 2pX COS -f- p' =1 O 

a deux racines 

p(cos?-+- y/— I sin^), p(cos9 — v^'^' sinô), 

qui ne peuvent cesser d'être imaginaires sans devenir égales, et que 
les seules valeurs de 6 capables de produire cet effet sont celles qui 

vérifient la formule 

sin0 = o, 

de laquelle on tire 

COS0 = ltlI 

et, par conséquent, 

X z=z±: p 

pour la valeur commune des deux racines. 
Jusqu'à présent, nous nous sommes bornés à déterminer le nombre 
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des racines de l'équation (i), avec la forme de ces mêmes racines et 
celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les para- 
graphes suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans les- 
quels on est parvenu à résoudre de semblables équations, sans être 
obligé de concevoir leurs coefficients convertis en nombres, et à 
exprimer les racines en fonctions algébriques ou trigonométriques 
de ces coedicients. Nous observerons ici à ce sujet que, dans toute 
équation algébrique dont le premier membre est une fonction ration- 
nelle et entière de la variable jt, on peut réduire par la division le 
coefficient do la plus haute puissance de x à l'unité, et celui de la 
puissance immédiatement inférieure à zéro-par un changement de 
variable. En effet, si dans l'équation 



a„ n'est pas égal à i, il suffira de diviser l'équation par q„ pour 
réduire le coelficient de x" à' l'unité; et, si dans une équation mise 
sous la forme 



a, n'est pas nul, il suffira de poser 



pour obtenir une transformée en = du degré «, qui n'ait plus de 
second terme, c'est-à-dire une transformée dans laquelle le coeffi- 
cient de z"-' s'évanouisse. 



S 11. -- Hésolulion algébrù/iif ou trigonomelrique t/cs équations h 
et de quelques équations trinômes. Théorèmes de Moivrf. et de Cotes 

Considérons l'équation binôme 
( I ) Jr" -^- p ■ „- o, 

p dcsignani une quantité constante. On en tirera 
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ou, si l'on désigne par p la valeur numérique dep. 



X" = 3= p. 

On aura donc à résoudre l'équation 

(2) ^"^P, 

û — p est positif, et la suivante 

(3) ^'' = ~p, 

SX — p est négatif. On satisfait à la première en prenant 

111 

(4) .r = ((p)rr=p" ((!))% 

et à la seconde en prenant 

1 1 * 

(ô) a;rr((-p))"=p"((-l))". 

1 

Quant aux diverses valeurs de chacune des deux expressions ((i))", 

((— i))", elles sont toujours en nombre égal à n {voir le Chapitre VII, 
§ III), et se déduisent des deux formules 

( ^. .-„ ikn , r — . 'xk-K 

\ ((!))"= cos di V— I sin , 

1 n n 

(6) < 

f ((—i)) — coè z!=v/— ism —y 

dans lesquelles il suffit d'attribuer successivement à k toutes les 
valeurs entières qui ne surpassent pas -• Lorsque n est un nombre 
pair, la première des équations (6) fournit deux valeurs réelles de 

((i))", savoir -h i et — i, correspondantes Tune k A — o, l'autre k 

A= -. Dans la même hypothèse, toutes les valeurs de ((— i))" sont 



imaginaires. Lorsque n devient un nombre impair, l'expression ((i))" 
a une seule valeur réelle -h i correspondante a ^ =:= o, et l'expres- 

OEuvres de C. — S. II, t. lll. 87 
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sion (( ~ i))" une seule valeur réelle — i eorrespondanlc st & ~ ^^ • 
Par suile, l'équation (i) admet deux racines réelles, ou n'en admet 
aucune, lorsque n est un nombre pair, et la même 'équation admet 
une seule racine réelle dans le cas contraire. De plus, on reconnaît 
immédiatement à l'inspection des formules (6) que les racines imajri- 
naires sont conjuguées deux à deux, ainsi qu'on devait s'y attendre. 
Considérons maintenant l'équation trinôme 



p, q désignant deux quantités constantes choisies à volonté. On en 
tirera 

et, par Suite, 

Si ^ — (/est positif, l'équation qui précède entraînera l'une des deux 
suivantes : 

en sorte que x" admettra deux valeurs réelles comprises dans la for- 
mule 



(9) 



n ' 



Lorsque le nombre n se réduit à l'unité, la formule (g) fournil immé- 
diatement les deux racines réelles de l'équation trinôme du second 
degré 

(lO) .r-'^px^q-LO. 

Dans le cas contraire, en substituant la formule dont il s'agit à l'équa- 
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lion (7). on n'a plus ù résoudre que deux équations binômes sem- 
blables à celles que nous avons traitées ci-dessus. 

Supposons maintenant la quantité -Ç — q négative. L'équation (8) 
entraînera l'une des deux suivantes : 



V'' 



en sorte que ot" admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la 
formule 



(11) 



f-v/' 



Si le nombre n se réduit à l'unité, ces valeurs seront les racines ima- 
ginaires de l'équation (10). Mais, si l'on suppose /i>i, il restera 
encore à déduire des valeurs connues de x" les valeurs de x. Dési- 
gnons par p, dans cette hypothèse, le module de l'expression imagi- 
naire qui sert de second membre à la formule (ri). On aura évidem- 
ment , 

Faisons en outre, pour plus de' commodité. 



C = arc tang • 



Lorsque p sera négatif, les deux valeurs de x'' données par la for- 
mule (11) deviendront 

(i-i) x'' = p(cos;±v''— ' sinï)- 

et l'on en conclura 

(i5) 
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Si au contraire/? est positif, on trouvera 

(iT)) jr'' — —p(costi — \ 1 sinÇ) 

et, par suite, 

(17) a- - p^ (^' c s ^ i^: y/ - -T s i n -^ ) ( ( - 1 ) ) \ 

Dans le cas particulier où Ton a 

4 

s devient nul; en sorte que les équations (i5) et (17) premienl la 

forme des équations (\) et (5). 

1 

Si l'on désigne, pour abréger, p" par r, on tirera des équations (12) 
et(i3), en supposant la quantité /> négative, 

^ — — 2 r" cosÇ, q _ r*", 

Dans la même hypothèse, la formule (i5) donnera 



X - . t 



• ( ces - =L- V ~ I sm - I ( cos - - i^i V I sm ) 



= /l cos — ::: V - I sm -T- )» 



^ V - I sm -T- ) 



k représentant un nombre entier, et Ton en conclura que le trinôme 

X*" - 2r^x'* cosÇ H- r*'» 

est décomposable en facteurs réels du second degré de la forme 

— :îrjrcos - 1- /'. 



x^ 



n 



Si Ton suppose au contraire la quantité /> positive, le trinôme 

x^'* -\- p x'* -h q 

deviendra 

vT'^ -h 2/''* j:'* cosC -H r'", 
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et ses facteurs réels du second degré seront de la forme 

x^— irx ces ^ — h /*'. 

n 

Dans Tune et l'autre hypothèse, on pourra construire géométrique- 
ment les facteurs réels du second degré par la méthode ci -dessus 
indiquée (voirie § I), toutes les fois que Ton attribuera des valeurs 
réelles à la variable x. Si Ton prend la valeur numérique de cette 
variable pour base commune de tous les triangles qui correspondent 
aux différents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir 
constamment à une même extrémité de cette base le côté connu, 
représenté par r, on trouvera que les sommets des divers triangles 
coïncident avec les points de division d'une circonférence décrite du 
rayon r en parties égales. Il en résulte que, si l'on multiplie entre eux 
les carrés des lignes menées de la seconde extrémité de la base aux points 
dont il s' agit f le produit de ces carrés sera la valeur du trinôme 

j?*" -H px'* -h <7 = x^'* it2r'*x" cosî •+- r-". 

Dans le cas particulier où J^ = o, le produit des lignes elles-mêmes repré- 
sente la valeur numérique du binôme 

laquelle se confond avec la racine carrée positive du trinôme 

Des deux propositions qu'on vient d'énoncer, la première est le théo- 
rème de Moii^re, et la seconde celui de Cotes. 



§ III. — Résolution algébrique ou tngonométrique des équations 

du troisième et du quatrième degré. 

Considérons l'équation générale du troisième degré. On pourra 
toujours, en faisant disparaître lé second terme de cette équation, 
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la ramener à la forme 

(i) œ^ -\- px -\- q ~ o^ 

p, q désignant deux quantités constantes. D'ailleurs, si Ton pose 



j: m // -H v 



L» 



//, V étant deux nouvelles variables, on en conclura 

x^^ {u -\- r)':rT //'-h r'-h 3arvF, 

{'i) x^ — Zuvx — {u} -\- S'^) - o, 

■ 

Pour rendre Téqualion (2) identique avec la proposée, il suffîra d'as- 
sujettir les inconnues w et ^ aux deux conditions 

(3) W»-h P' ---:■- <7, 

(1) m>=r - J. 

La résolution de l'équation (i) se trouve ainsi réduite à la résolution 
simultanée des équations (3) et (4). 

(Cherchons d'abord les valeurs de u} et de t»'. Si l'on fait 



(5) w'-5„ r'=r^ 



î» 



on aura, en vertu des équations (3) et (4)f 

et, par suite, en nommant z une nouvelle variable, 

{z - z^) {z — z^) - z^ '\- qz — -^' 

Il en résulte que 5,, 5.^ seront les deux racines de l'équation 

(6) ^z^^^qz-^- ~o. 

Ces deux racines étant connues, on déduira des formules (5) trois 
valeurs de u et trois valeurs de v^ qui se correspondront deux a deux 
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de manii're à vérifier la formule (4)- Soit U l'une quelconque des 
trois valeurs de «. et V la valeur correspondante de t-, en sorte qu'on 



Désignons en outre par a l'expression imaginaire 

ait ( . 2 71 

cos-^ H- V'— I sin-,-; 

les trois valeurs de l'expression ((i))' seront respectivement 

2x ,— - .air I 3' ,-— 

« =cos-^- +\'-isin-3- =- - + -v' -'. 

ait , — .271 1 3' ; — - 

a-=cos-, v^ - I sin-^ ^ - - — 7^'"'' 

et les trois valeurs de u, évidemment comprises dans la formule géné- 
rale ((i)yi', deviendront 

II, aU. <x'l. 

On trouvera, pour les valeurs correspondantes de c. 



ou, ce qui revient au même, 

V, a=V, «V. 

Par conséquent, si l'on nomme x„, x,, x^ les trois racines de l'équa- 
tion (i), on aura 

,..- C. V, 

■(:) ^,-=' L-t-^^v, 

Il est essentiel d'observer que, U, aU, a'U étant les trois valeurs de 
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u "- ((5,)) •, et V, a' V, aV les valeurs correspondantes de ^ — ^-— ^ , 

3((5.)V 
les racines x^, or,, x^, déterminées par les équations (7), seront res- 
pectivement égales aux trois valeurs de x données par la formule 

(8) Xr3 ((.-,))' -^- -. 

Lorsque l'équation (6) a ses racines réelles, les formules (5) four- 
nissent un système de valeurs réelles de w et de t' qui se correspon- 
dent de manière à vérifier Téquation (f\). Si l'on prend ces mêmes 
valeurs pour U et V, on reconnaîtra immédiatement que des trois 
racines x^, x^, x^ la première est nécessairement réelle, et les deux 
autres réelles ou imaginaires, suivant que la quantité 

1\ ^ El 

est nulle ou positive, c'est-à-dire suivant que l'équation (C) a ses 
racines égales ou inégales. Dans le premier cas, on trouve 

Lorsque les racines de l'équation (6) deviennent imaginaires, on 
peut les présenter sous la forme 

-3, p(cos^ -h V— i sin6), :;j— p(cosÇ — ^ - * sin6), 

le module p étant déterminé par l'équation 

U7 

Comme on a, dans cette hypothèse. 



{{z,))' ^ p' (cos l -+- v^---Y sin ^) ((i))^ 



f 



la formule (8) se trouve réduite à 



(9) x=.p'r(^cos^ +v"-"'sin^) ((.))' + (cos^-v-7sin|) — J 
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De plus, en prenant pour U l'expression imaginaire 



H" 



on conclura des équations (7) 



■„= ap'cos 5 



Ces trois dernières valeurs de x sont toutes réelles, et coïncident avec 
celles que fournit la formule (9). 

Dans les calculs précédents, l'équation (ti), dont la solution en- 
traîne celle de l'équation (i), est ce qu'on appelle la réduite. Ses 
racines =,, z^ équivalent nécessairement à certaines fonctions des 
racines cherchées Xo, x,. x^. Pour déterminer ces fonctions, il suffira 
d'observer que, L' et V désignant des valeurs particulières de u el c 
on aura, en vertu des formules (5), 



On tire d'ailleurs des équations (7) 





31] = Xo + «jT, + a*X|^-a 


x^+ !xxi+ a 


».) 


= a' 


^x 


+ = 




éV = a-,-t«x,+ o"j-,= «( 


X, J- ax,4- a 


X.) 


= a' 


(X 


+ . 


On 


trouvera donc, par suite 














, a7;i=(j;,+ aj,-i-«'a;, 


■=(»,+ »» 


+ »'J.) 


= 


1.x, 


' 


' Tj s,— {x, + a^X:^ a^Xt 


■=(j;, + «» 


+ «'j:.) 


= 


{X, 



Il en résulte que z,, z^ sont respectivement égales (à un coetlicient 
numérique près) aux deux seules valeurs distinctes que présente le 
cube de la fonction linéaire 

o£u.Tfid. c. -s. ii.t.rn. 3S 
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lorsque dans cette fonction on échange entre elles les racines x^, x^, 
X2 de toutes les manières possibles. Le coefficient numérique est évi- 
demment 2-^ ou le cube de la fraction ~. 

Considérons maintenant l'équation générale du quatrième degré. 
On pourra, en faisant disparaître le second terme, la ramener a la 
forme 

(12) x''-^- px^-h qx -h r -o, 

p, q, r désignant des quantités constantes. Si l'on pose, en outre, 
//, r, w étant trois nouvelles variables, on en conclura 

J?' m U^ -h !>• -h tv' H- 2{UV -^ UW H- VW ) 

et, par suite, 

ou, ce qui revient au même, 

(«3) 

Pour rendre cette dernière équation identique avec la proposée, il 
suffira d'assujettir les inconnues w, t', w aux conditions 

!\{u}-t- v^ -\- sv^)^^ — ip^ 
(i4) ' ^uvwT- — q^ 

\6{u^v^~\- u^sv^-^ v^sv^) :-^ p' ~ !\r, 

La résolution de l'équation (12) se trouve ainsi réduite à la résolution 
simultanée des équations (i4)- 

Cherchons d'abord les valeurs de 4w^ 4^*. ^^^^ Si l'on fait 

(i5) 4//* r 3,, 4i^«-5„ 4iv'^ cj, 
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on aura, en vertu des formules (i4), 

5, -h s, -4- ^3 =: — a/?, Z^Zi-h 5, Zz -f- 2, 5, = /?» - 4 T, 5, 5j Sa ^ ^^ 

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable, 

{z — 5,) (5 — 5,) (5 — 53) --5' -h 2pz^-h ip^— L\r)z — 7*. 

Il en résulte que z^, s^, Ss seront les trois racines de l'équation 

(16) z^-^ 2pz^-\- (p^ — [\r)z — q^—o; 

et, puisque ces trois racines doivent vérifier la formule s^z<^z^ = q^, 
on peut assurer que l'une d'elles sera positive, les deux autres étant 
toutes deux à la fois positives, ou négatives, ou imaginaires. Lors- 
qu'on aura déterminé ces mêmes racines,^ les deux premières des 
équations (i5) fourniront pour chacune des variables w et i^ deux va- 
leurs égales, au signe près. Soient 

£/ HZ ±: IJ, V-±\ 

les valeurs réelles ou imaginaires dont il s'agit; et W une quantité 
réelle ou une expression imaginaire déterminée par l'équation 

Si dans la seconde des formules (i4) on suppose 

w — I- U, v = -f- V 
ou bien 

on en tirera 

Si l'on y fait, au contraire, 

ou bien 

on trouvera 

u Z-. - w. 

De cette manière on obtiendra pour les variables u, v,w quatre sys- 
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tèmes de valeurs propres à vérifier les équations (i4); ^t, si Ton 
représente par x^, x^^ x^, x^ les quatre valeurs correspondantes de 
rinconnue 

on aura 

(17) ^ 

X,- U-V -W, 

H est aisé de reconnaître que ces quatre valeurs de x seront toutes 
réelles, si l'équation (iG) a ses trois racines positives, et toutes ima- 
ginaires, si Téquation (iG) a deux racines négatives inégales, tandis 
que deux valeurs seront réelles, et deux imaginaires, si l'équation (16) 
a deux racines négatives égales, ou deux racines imaginaires. 

Par la méthode qu'on vient d'exposer, la résolution de l'équa- 
tion (12) se trouve ramenée à celle de l'équation (16). Cette dernière, 
qu'on nomme la réduite, a nécessairement pour racines certaines 
fonctions des racines de la proposée. Si l'on veut déterminer ces 
fonctions, c'est-à-dire exprimer :;,, Sj, 5, par le moyen de x^, x,, x^, 
r,, il suffira d'observer que, U, V, W étant des valeurs particulières 
de //, r, (V, on a, en vertu des formules (i5), 

^,-^41', 5,^4VS 53:. 4W^ 

On tire d'ailleurs des équations (17) 

^ LJ ■ - - JTq ■■"" »37| ~T~ vl^f •""■ «it*2, 
^4 ' — - «^0 ~^ *^l ~^ *^3 """" '^1» 

On trouvera, en conséquence, 

( 4-a~^(»2ro— Xi-h Xi — x^y- (Xi— Xq-^ x,— .r, )*. 



i 
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Il en résulte que =,, sj, =j sonl, abstraction faite du coellicient nu- 
mérique 7 = (-)i respectivement égales aux trois seules valeurs 
distinctes que présente le carré de la fonction linéaire 



lorsque dans cette l'onction on échangt^ entre elles les racines x^, x,, 
X.,, X, de toutes les manières possibles. Cette même fonction linéaire, 
pouvant s'écrire ainsi qu'il suit 

n'est évidemment qu'un cas particulier de la formule générale 
lorsqu'on désigne par a une des valeurs de l'expression ((i))'. 
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CHAPITRE XL 



DÉCOMPOSITION DBS FRACTIONS RATIOIfNBLLES. 



§ I. — Décomposition d* une fraction rationnelle en deux autres fractions 

de même espèce. 

Prenons pour/(a:) et F(x) deux fonctions entières de la variable x, 

F(x) 

sera ce qu'on appelle une fraction rationnelle. Si l'on désigne par m le 
degré de son dénominateur F(x), l'équation 

(I) • V(x) ~-o 

admettra m racines réelles ou imaginaires, égales ou inégales; et ai, 
en les supposant d'abord toutes inégales, on les représente par 

•^O» «^lï *^î» • • •» "^/M— 1» 

les facteurs linéaires du polynôme F(\r) seront respectivement 
Cela posé, faisons 

(''0 Fia-) .{X ~x^)c^{x) 

et 

(3) /(:£^-,:A. 
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o(xg) n'étant pas nul, la constante A restera finie, et la différence 

f(^) _ ^ ^ /(^)-A9(.r) 
<p(a?) (p(j?)' 

s'évanouira pour x = x^. Par suite, il en sera de même du polynôme 

et ce polynôme sera divisible algébriquement par x — x^\ en sorte 
qu'on aura 

(4) f{x) — kc^{x) -h {X — œ^)y^{x), 

yX^) désignant une nouvelle fonction entière de la variable x. Si Ton 
divise par F(a?) les deux membres de cette dernière équation, en 
ayant égard à la formule (2), on en conclura 



Y{x) X — x^ <^i,x) 

Donc, si Ton partage le polynôme F(a7) en deux facteurs dont l'un 

soit linéaire^ on pourra décomposer la fraction rationnelle j— — en 

deux autres qui aient pour dénominateurs respectifs les deux facteurs 
doiit il s'agit, et dont la plus simple ait un numérateur constant. 

Concevons maintenant que l'on partage la fonction F(a:) en deux 
facteurs dont le premier, au lieu d'être linéaire, corresponde à plu- 
sieurs racines de l'équation Y{x) = o. Prenons, par exemple, pour 
ce premier facteur le facteur du second degré 

et posons, en conséquence, 

(6) F(x) rr: (j? — ,ro) (x — J?, )(p(ar). 

La fraction ^-j^ conservera une valeur finie, non seulement pour 
x = x^, mais encore pour x=^x^\ et, si l'on désigne par m un poly- 
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nôme du premier degré qui, dans Tune et l'autre hypothèse, devienne 
égal à ^^^— r> on trouvera (Chapitre IV, § I) 



(7) 



Il z— h — — • 



Le polynôme u étant déterminé, comme on vient de le dire, l'équa- 
tion 



— u zizo 



on 



o(x) 
/(x) — M9(x) — o 



comptera parmi ses racines ^r,, et a*, ; et par suite le polynôme 



/{x) — «9(x) 



sera divisible par le produit 



On aura donc 






/(•r)- 


(8) 


/(x)r 



(X —Xq) {x — x, ). 



— ii9(x) ~ (x — Xo) (x — x,)7(x), 
- W9(x) -h(x — Xo)(x — x,)x(^), 



y (or) désignant une nouvelle fonction entière de la variable x. Si l'on 
divise la dernière équation par F(a:), en ayant égard à la formule (6), 

« 

on en conclura 



(9) 



/(^) _ 



U 



x(^) 



F(x) (x — Xo)(x — X,) 9(x) 



On prouverait de même qu'il suffit de poser 



(lO) 



¥ (x) — {x — Xo) ('T — Xi) (x -^ Xi) o(x) 



et 



u =: 



(|«) 






-T- --; — - 



(Xj 
(X, 



X, ) (x - 
Xo)(x- 



-X,) 

- X2) 



Xo ) ( Xi 

Xo ) ( X 
Xo)(Xî 



X; ) 
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pour obtenir une équation de la forme 

etc. 

Ainsi généralement, lorsque Téquation ¥(x) = o n'a pas de racines 
égales, si Ton partage le polynôme F(a:) en deux facteurs dont le pre- 
mier soit le produit de plusieurs facteurs linéaires, la fraction ration- 
nelle pf--. sera décomposable en deux autres fractions de même espèce 

qui recevront pour dénominateurs respectifs les deux facteurs ci- 
dessus mentionnés, et dont la première aura un numérateur d'un 
degré moins élevé que son dénominateur. 

Je passe au cas où Ton suppose que l'équation ¥(x) = o a des ra- 
cines égales. Soient, dans cette seconde hypothèse, 

a, bf c, ... 

les diverses racines de cette même équation, et désignons par m' le 
nombre des racines égales à a; par m" le nombre des racines égales 
à b; par m'^ le nombre des racines égales à c, etc. La fonction F(a?) 
sera équivalente au produit 

(x — a)'»' (x — b)""' (x — c)"*'. . . 

OU à ce produit multiplié par un coefficient constant, et l'on aura 
Cela posé, faisons 

(i3) ¥{j:) = (x-a)«''(f(x) 

et 

(.4) 4^ = A. 

^ ' <p(a) 

ç(a) n'étant pas nul, la constante A restera finie, et la différence 



/(^) 



-A 



OEuvretdeC. - S. U, t. \\\. ^9 
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s'évanouira pour x = a. On en conclura que le polynôme 

est divisible par x — a, et l'on aura, par suite, 

(i5) /(^) = A9(a?)H-(a? — a)x(^), 

y(^(x) désignant une nouvelle fonction entière de la variable x. Enfin, 
si l'on divise par f(x) les deux membres de l'équation (i5) en ayant 
égard à la formule (i3), on trouvera 

(,6) 1^-^ = "^ + y^ 

On démontrerait, en raisonnant de la même manière, qu'il suffit de 
poser 

(17) ¥{x) = (j- — a)'"'(x — b)"''<^{x) 

et 

9(^) a—b ^{o) b — a 

pour obtenir une équation de la forme 



(19) 



F(x) {x — a)'" (x — b)""' (jc — a)'«'-*(j?— 6)"*'-»9(j?) 



§ II. — Décomposition d'une fraction rationnelle, dont le dénominateur 
est le produit de plusieurs facteurs linéaires inégaux, en fractions sim- 
ples qui aient pour dénominateurs respectifs ces mêmes facteurs linéaires 
et des numérateurs constants. 

Soit 

¥(xî 

la fraction rationnelle que l'on considère; m le degré de la fonction 
F(a:), et 

Xq, Xi, X^, ..., *^in— I 
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les racines de Téquation 

(0 F(^) = o 

supposées inégales. On aura, en désignant par k un coeilicient con- 
stant, 

et, en vertu des principes établis dans le paragraphe qui précède, la 
fraction rationnelle py^ pourra être décomposée en deux autres, 
dont la première sera de la forme 

Ao 

y 



X ~"~ Xt 



Aq représentant une constante, tandis que la seconde aura pour déno- 
minateur 

F(^) 



X — Xf^ 



=1 k(x — Xi){x — Xf). , ,(X — Xn^i). 



En décomposant cette seconde fraction rationnelle par la même mé- 
thode, on obtiendra : 

1° Une nouvelle fraction simple de la forme 

A, . 



_ .7'. ' 



X — X 



2° Une fraction qui aura pour dénominateur 

* ■ k(x — Xf).,,(x — X^^i), 

En continuant ainsi, on fera disparaître successivement du polynôme 

tous les facteurs linéaires qu'il renferme ; en sorte qu'on réduira défi- 
nitivement ce polynôme k la constante k. Donc, lorsque, par une suite 
de décompositions partielles semblables à celles que nous venons d'in- 
diquer, on aura extrait de la fraction ^7^ une suite de fractions sim- 
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pies de la forme 



Al» Al Aj ^m-i 



le reste ne pourra être qu'une fraction rationnelle à dénominateur 
constant, c'est-à-dire une fonction entière de la variable x. En dési- 
gnant par R cette fonction entière, on trouvera 

(3) f^=fi^-^^-/^^—SL^^,,,^.Al!L:l-. 

Il reste maintenant à savoir quelles sont les valeurs des constantes 

Ao> A|, Af, •••, A^— |. 

Ces valeurs se déduiraient sans difficulté de la méthode de décompo- 
sition indiquée dans le § I. Mais on parvient plus directement à leur 
détermination à l'aide des considérations suivantes : 

Si Ton multiplie par F(a?) les deux membres de Téquation (3), on 
en tirera 

/(^) = RF(^)4-A.i^+A,-^ 

(4) 

A-^i^+ H- A ^^^^ 



Si dans les deux membres de cette dernière formule on fait 

JC — vFq "t~ •*», 

la somme 

RF(^)4-A.-^I-^A,-^("^-+... + A«_,-li^:^, 

qui est évidemment un polynôme en x divisible par x — œ^, prendra 
la forme 

1 désignant une Fonction entière de s, et Ton aura, par suite, 

(5) /(^,H.3)-A.^^^!^+3Z. 

z 
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Supposons maintenant que la substitution de a: + s au lieu de x dans 
la fonction F(rc) donne généralement 

(6) ¥{x -f- 5) nz F(^) -h z F,(j:) -4- 5« F,(a?) -h . . . . 

On en déduira 

¥{Xo-\- 5) zz: 3 F, ( J7o) -H 5* F,(Xo) 4-. . . , 

et l'équation (5) deviendra 

Lorsqu'on fait dans cette dernière 5 = 0, elle se réduit à 

« 

/(x,) = A,F,(Xo), 

et Ton en conclut 

On trouverait, par un calcul entièrement semblable, 

(8) ] '^^ ~Ft(x,)' 






Les valeurs qu'on vient d'obtenir pour 

Ao> A|, Af, ••*, \fn—\ 

sont évidemment indépendantes du mode employé pour la décompo- 
sition de la fraction rationnelle ér— !; d'où il résulte que cette fraction 

ne peut être décomposée que d'une seule manière en fractions sim- 
ples qui aient pour dénominateurs les facteurs linéaires du polynôme 
F(a?) avec des numérateurs constants. 

Il est aisé de voir comment l'équation (7) et la formule (3) du pa- 
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ragraphe précédent s'accordent entre elles. En effet, F,(a?e) est ce que 
devient le polynôme 

r 1 (o^o) -+- 5 ti^j^o )-+-•••= z = "I — ;r 

lorsqu'on y fait 5 = o ou a: = a:^,; et par suite, si l'on pose 

(9) F(x)=:{x-'X^)(^(X), 

on aura 

Pour montrer une application des formules ci-dessus établies, sup- 
posons qu'il s'agisse de décomposer en fractions simples la fraction 
rationnelle 

n désignant un nombre entier inférieur à m. On aura, dans ce cas par- 
ticulier, 

et, si l'on représente par h un nombre entier qui ne surpasse pas — > 

les diverses racines de l'équation ¥(x) = o^ toutes inégales entre 
elles, seront comprises dans la formule 

cos ± V— > sm 

m ' m 

Soit a l'une de ces racines, et cherchons le numérateur A de la frac- 
tion simple qui a pour dénominateur x — a.Ce numérateur sera 

A - /(^) - ^" 

la valeur de F, (a) étant déterminée par l'équation 

F(a) -h5F,(a) 4-. . , — V{a -+-«)=: (a -4-5)'"— 1 = a*" — 1 -h ma''^^z -+-..., 
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et par conséquent égale à ma^^\ On trouvera, par suite, 



A = 



ma 



~m—\ 



I 

m 



= — a«+»-'«. 



Gomme on a d'ailleurs 



(cos 



m 



m ) 



cos 



2/r(/i-i- i)7r 



m 



ih y— I sin 



. 2/i(/i -h 1)7: 



m 



on conclura de ce qui précède, en faisant, pour abréger. 



(«0 



(/t-4-i)7r _ g 
m """ ' 



X' 



»m 



X"* — I mî X — I 



(12) 



cos2^-f- V^— I sin29 



27: 



27r 



4- 



COS20 — v/— I sin20 



271 



27r 



-• ib / . * ik Ali I . 'A 7t 

X — cos V — I sm — X — cos h v — i sm — 

m m m m 



cos4^-H V'— ï sin4^ 



cos 4 — v^— I si n 4 ^ 



ktt I — . (\'K 4?^ / — . 4^ 

X — cos v— I sm — X — cos h v — i sm — 

m ^ m m m 



On trouverait, en raisonnant de la même manière. 



X* 



a?"' -h I 



i 
m 



COS0 H- v^— I sîn0 



(i3) 



j: 


TT 
— COS 

m 


_v/- 


— . TT 

I sm — 
m 


H- 




cos3Ô-f- 


v/-. 


sin 30 





j; 



3?: 



. 371 



co%B — \/— I sinÔ 

TT / . TT 

— cos h V — I sm — 

cos30 — v^— I sin 30 



37: 



. 37r 



j? — cos \/— I sm — X — cos h- V— I sm — 

m ^ m m m 



\ 



Il est essentiel d'observer que la dernière des fractions simples com- 
prises dans le second membre de l'équation (12) ou (î3) sera, pour 
des valeurs paires de m, s'il s'agit de l'équation (12), et pour des va- 
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leurs impaires^e m, s'il s'agit de l'équation (i3), 

cosmO _ cos(/i-h i)7r _ (— i)""^* 

a: 4- I a- -H I ^ JC -i- l 



Ainsi, par exemple, on aura 
(.4) -V-- '(-' -\ 

(l5) -r = -( 1 ; 



(l6) ^ 



/ TT # . TT TT / . TT 

/ ces ^ -I- V — I sin - CCS -r — V — i sin -r 

il 3 3 3 3 



3 1 t: / • . TT TT / .7: a: -f- I 

X — ces X — \f— I sin -« j: — ces -5 4- y — » sin -5 



On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des équa- 
tions (12) ou (i3) on réunit par l'addition deux fractions simples cor- 
respondantes à deux facteurs linéaires conjugués du binôme af±i, 
la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour dénominateur un 
facteur réel du second degré, et pour numérateur une fonction réelle 
et linéaire de la variable x. On trouvera, par exemple, en prenant 
/i = 0, m = 3, 




TT 
2J7COSK- — 2 

3 I 



/,-\ ; \ a?'— 2XC0S-5 4- 1 



I / 2 — X I \ 

3 \J7* — *r -h 1 xH-iJ 



Il est facile de généraliser cette remarque ainsi qu'il suit. 

Supposons que, les fonctions entières /(a;), ¥(x) étant réelles, on 
désigne par 

deux racines imaginaires conjuguées de l'équation (1), et prenons 
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pour A et B deux quantités réelles propres à vérifier la formule 

F,(j?) représentant toujours le coefficient de z dans le développement 
de F(.r 4- z). On aura nécessairement 

^ \- - -,_^/r " A -f- B v — I ; 

F,(a-6v^.) 

et par suite, si l'on décompose la fraction rationnelle -pl-V '^^ deux 
fractions simples correspondantes aux facteurs linéaires conjugués 



X ~ a — B \l — 1 , X — «4-6 y^— I 

seront respectivement 

, , A — Bv'"! A + Bv^î 

(19) y --. Te" /■•--■ 

En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante : 

iK{x - a) 4- 2B6 

Cette dernière, qui a pour numérateur une fonction réelle et linéaire 
de la variable x et pour dénominateur un facteur réel du second degré 
du polynôme F(a?), ne diffère pas de la fraction 

u 

% {x — Xç^){x -- x^) 

que renferme la formule (9) du paragraphe I, dans le cas où Ton 
suppose 

j^o 1= a -h o \ — I , o^j -r « - 6 y — I . 
OEuvreu de C. — S. U, t. \\\. 4^ 
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§ III. — Décomposition d'une fraction rationnelle donnée en d* autres 
plus simples qui aient pour dénominateurs respectifs les facteurs 
linéaires du dénominateur de la première, ou des puissances de ces 
mêmes facteurs, et pour numérateurs de^ constantes. 

Soient 

la fraction rationnelle que Ton considère, m le degré du poly- 
nôme F(j:), et 

a, by Cy ... 

les diverses racines de Téquation 

(f) Y{x)^-o. 

On aura, en désignant par k un coefficient constant, et par m , m\ 
ni" y . . . plusieurs nombres entiers dont la somme sera égale à m. 

Cela posé, si Ton fait usage de la méthode exposée dans le para- 
graphe I, on décomposera la fraction rationnelle —— en deux autres 
dont la première sera de la forme 



tandis que la seconde aura pour dénominateur 

¥(x) 

- ^- ^- — k{x — ay'^'-Ux — b)'"' (x - cV' 

X — a 

m 

En décomposant cette seconde fraction rationnelle par la même 
méthode, on obtiendra : i** une nouvelle fraction simple 



(X — a) 



m -i ' 
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dans laquelle A, représentera une constante; a"* une fraction qui aura 
pour dénominateur 

En continuant ainsi, on fera disparaître successivement du poly- 
nôme F(^) les différents facteurs linéaires dont se compose la puis- 
sance {x — a)"*'; et, lorsqu'on aura extrait de ^y^ une suite de frac- 
tions simples de la forme 



A. A, A 



m ~\ 



» _-_ , • • • , » 



{x — ay (x~a)"'-^ {x — a)'"-^ x~a 

le reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le dénominateur 
se trouvera réduit à 

k{x — by'' (x — cy 

Si de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la 

forme 

B B, B, B,,,"-, 



{X ~ b)"' {x — b)'"'^ (x — by'-'^ x — b 

on obtiendra un second reste dont le dénominateur sera 

KyX — C ) • • • • 

Enfin, si l'on prolonge ces opérations jusqu'à ce que le polynôme F(j7) 
se trouve réduit à la constante ^, le dernier de tous les restes sera une 
fonction rationnelle k dénominateur constant, c'est-k-dire une fonc- 
tion entière de la variable x. Appelons R cette fonction entière. On 

aura définitivement pour la valeur de '■— — décomposée en fractions 

simples 

/ /(-^r) _ „ A __ A, ^'«'zJ 

' Y[x] - " "^ (X - a)'"' '^•{x ~ay"' » '^'"'^ x-^a 

B Bl B,;,»-! 

(3) ' "^ {x-b)"'' ^ ^^- à)'"'-' "^* • -"^ X -"^" 



H rzr. -f 



C, c 



m -\ 



{X--C)"'' {x--cy""-^ x-c 
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A, A,, ... , A;,/_, ; B, B,, . . . , B;„'_, ; G, G,, ... , C„,'. , ; . . . désignant 
des constantes que l'on peut facilement déduire des principes exposés 
dans le paragraphe I, ou calculer directement à l'aide des considéra- 
tions suivantes. 
Faisons, pour plus de commodité, 



(\) 



B B, 

(X -b)'"' "^ (X- b)'"'-' "*"■■ 

c C, 


X ' b 

» • 1 

X — C 


Q 





{X — b)"*\x — c)"' , . .' 

Q sera une nouvelle fonction entière de la variable x, et l'équation (3) 
deviendra 



/^^)__ 



A, 



m' t 



Q 



¥{x) (X — a)'"' (X — a)'""' *** x—a {x— b)'"' {x - c)'"'. . . 

Si l'on multiplie les deux membres de cette dernière par 



F(j:) zt' k(x — a)"''(X'- Z;)'"' (x — c)'»". . ., 



on en conclura 



¥{x) 



(5 ) /(x) -vz [ A 4- A,(x - a) -h . . . -+- A^-i(x - ay" -' ] -—_-;^.,- -h ^ 0(jr -a)'»'; 



{X — a)' 



t par suite, en faisant 



X : a ~h z. 



on trouvera 



(6) 



/(^H-c)^(A-^A,^-4-...4-A,„._.3-'-»)^-''''^^^ -' 



m m 



h7.z'"\ 



Z désignant la valeur du polynôme ^Q exprimée en fonction de :;. 
Supposons maintenant que la substitution de a? h- 5, au lieu de x, 
dans les fonctions /(a:) et F(a:), donne généralement 



(7) 



4 

\ 



[ /{x -\- z) - f{x) -^ Z fiix) -^ Z* ftix) -h..., 

¥ {X -^ z) ::r F(x) -h Z¥,{X) -h Z^F^ix) -h... 

4 5'«'F,„(x) -^z'^'-^^F^'^.ix) 
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On aura, en prenant x = a -{- z^ et observant que le développement de 
la fonction 

doit être divisible par (x — a)"*' — z"'\ 

\ F.(a -h 5) izi [F^'(a) -h z F^.vi(«) -h z^ F^-^,(a) -h. . .]-'"'; 
(9) F(a)~o, F,(a)3=o, ..., F,„'_,(a) = 0. 

Cela posé, la formule (6) se trouvera réduite à 

, , l/(«)-Hc/,(a)-4-«Vî(«)^--- 

f =(A-+-A,5-hAj5»-+-...)[F^(a)4-5F,„'^i(a)-f-5«F,;.-.^,(a)-4-...]-+-5'«'Z, 

et Ton en tirera, en égalant dans les deux membres les coefficients des 
puissances semblables de 5, 

l/(a) ^A F^'{a), 
(,,j )/,(«)=A,F,„.(a)^A F,„.^,(a); 

/,(«) = A, F,„'(a) -h A, F^.H, (a) -t- A F,;,_hî(«), 



On trouvera par un calcul entièrement semblable 

(12) , ( /(c) :=z C F,„.(c), /,(c) = C, F„r(c) 4- C F,„-^, (c), /,(c) ==. . . , 



Ces diverses équations suffiront pour fixer complètement les valeurs 
des constantes A, A^, Aj, ..., B, B,, Bj, ..., C, C,, Cj, — Elles don- 
neront, par exemple, 

(i3) J/^'- F„Aa) ' 

__ A(a) — A, F;„ 'H-,( q) — AF;„ -^t(a) 

tw'Ca) 
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Les constantes ainsi déterminées étant évidemment indépendantes du 

fi'T ) 

mode employé pour la décomposition de la fraction rationnelle f — :♦ 

il en résulte que cette fraction est décomposable d'une manière seule- 
ment en fractions simples de la forme de celles que renferme le second 
membre de Téquation (3 ). 

11 est aisé de voir que la première des équations (i3) s'accorde avec 
la formule (iZi ) du paragraphe I. En effet, la quantité F^^ (a) est ce 
que devient le polynôme 



¥,n{a) -^ zY,„-^^{a) -h 5' F«,-^,(a) -h... 



-m ( r -^ n \ni 



{X -ay 



lorsqu'on y fait 5 — o ou x — a; et par suite, si l'on pose 

(i4) F(a')-(^-^)'"'9(x), 

on aura 

Dans le cas où, les fonctions /(j?) et F(x) étant réelles l'une et 
l'autre, l'équation F(j:') — o admet m' racines égales k a h- 6 v — ' • la 
même équation admet encore m racines égales conjuguées aux pre- 
mières, et par conséquent représentées par 

Dans cette hypothèse, si, après la décomposition de la fraction ration- 
nelle 

f(r) 

F(^r 

on réunit deux à deux les fractions simples qui ont pour dénomina- 
teurs 

(x— a — 6y 1)'" el (x a h6\ i)"*, 

/ r> : \w'-l , /' r ' \m'—\ 

\X -- OL — 0\- \) el \X — OL v^S " \) , 
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enfin 

X — a — 6 V — I et :r — a -f- ê y ^ i , 

les différentes sommes obtenues seront des fractions réelles et ration- 
nelles qui auront pour dénominateurs respectifs 



(j; — a)'-h6S 



et dont le système pourra être remplacé par une suite d'autres frac- 
tions qui, avec les mêmes dénominateurs, auraient pour numérateurs 
des fonctions réelles et linéaires de la variable x. Au reste, il est 
facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en 
commençant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances 
de (x — ay 4- 6^. Cherchons, par exemple, celle qui a pour dénomi- 
nateur 

D'après les principes établis dans le paragraphe I, elle sera 
pourvu que l'on fasse 



(■7) 






/(a — 6\/^)/ - / 



) 



et 



(l8) <p(^)=: ^^^^ 



[(^ — a)*-hê*]'«' 



Ajoutons que, si dans la formule précédente, on pose successivement 



x 



iir a -f- 6v/— 1 -+• 5, j: = a — 6 \/— i 4- s, 
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on en conclura, ou égard à la seconde des équations (8), 

r, X F;;, (a +-OV— i)-+- 5F,„^,(3t -^€v --i)-h 

TV* / / £> , \ilt 

/ - - , \ Fm(a 6v — i) -H5F;^-^,(a — 6v -i^-^- 

(^ i o V I -r - ) 

el, par suite, 

1 / - ' \ F;;, ( a-f- oy ' — «) 
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CHAPITRE Xn. 



DBS SÉRIES RÉCURRENTES. 



§ I. — Considérations générales sur les séries récurrentes. 
Une série 

\^ ) ^Ù9 a\%Vy €1\ÛC f m » »f UfluC f » • «y 

ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la va- 
riable X, est appelée récurrente, lorsque dans cette série, considérée à 
partir d'un terme donné, le coefficient d'une puissance quelconque de 
la variable s'exprime en fonction linéaire des coefficients des puis- 
sances inférieures pris en nombre fixe, en sorte qu'il suffise de re- 
courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en déduire celui 
que l'on cherche. Ainsi, par exemple, la série 

(2) I, 2Xy 3jr*, ..., (/i-hi);r'', 

est récurrente, attendu que, si l'on fait 

on aura constamment, pour des valeurs de n supérieures k l'unité, 

( 3 ) an— 2 a„_, — a^-i. 

En général, la série (i) sera récurrente, si, pour toutes les valeurs de 
n supérieures à une certaine limite, les coefficients 



afif ^11— I» ^#1— î> •••» ^/i— 



m 



de plusieurs puissances consécutives de x se trouvent liés entre eux 
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par une équation du premier degré. Soit 

l'équation dont il s'agit, k, l, ...,p, q désignant des constantes déter- 
minées. La suite de ces constantes formera ce qu'on appelle Véchelle 
de relation de la série, échelle dont les constantes elles-mêmes seront 
les différents termes. 

Dans la série (i), supposée récurrente, la variable x et les coeffi- 
cients a^» ^i» ^2» .... «rt peuvent être ou des quantités réelles, ou des 
expressions imaginaires. Cela posé, représentons par p« le module de 
l'expression a^,, et par conséquent la valeur numérique de cette ex- 
pression, lorsqu'elle est réelle. On conclura immédiatement des prin- 
cipes établis dans les Chapitres VI et IX que la série (i) sera tantôt 
convergente, tantôt divergente, suivant que le module ou la valeur 
numérique de x sera inférieur ou supérieur à la plus petite des limites 
vers lesquelles converge, tandis que n croît indéfiniment, l'expres- 

sion (p„) \ 

§11. — Développement des fractions rationnelles en séries récurrentes. 

Toutes les fois qu'une fraction rationnelle peut se développer en 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et 
entières de la variable, cette série est en même temps récurrente, 
ainsi qu*on va le faire voir. 

Considérons d'abord la fraction rationnelle 



(I) 



{x — a) 



m 



dans laquelle a, A désignent deux constantes réelles ou imaginaires, 
et m un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme 



'-)%4(.-f)- 
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et sera développable, aussi bien que l'expression 



(-?) 



—m 



en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et 
entières de la variable x^ si la valeur numérique du rapport - sup- 
posé réel, ou le module du même rapport supposé imaginaire, est une 
quantité comprise entre les limites o et i. Cette condition sera rem- 
plie, si le module de la variable x, module qui se réduit à la valeur 
numérique de la même variable quand celle-ci devient imaginaire, est 
inférieur au module de la constante a; et l'on aura, dans cette hypo- 
thèse, 

(x\~"^ mx m(m-l-i)j?* 
I ) =:H 1 ^ ^~4-... 
a J i a 1.2 a* 

y 1.2.3. ..(m — i) 2,Z,t\, , ,m X 

(2) 



1 . 2 . 3 . . . ( //i — I ) 1 . 2 . 3 ... (m — I ) a 



3.4.5. . .(m -4- i) ^' 

-1- — ^ \- 

1 . 2 . 3 . . . ( m — I ) a* 



On trouvera par suite 



(3) 






et si Ton fait, pour abréger. 



(-o-4-«o. 



a 

m A 

(4) { ^ ■' T â 



(-i)"- -r^,=a^> 



ê 






on obtiendra l'équation 
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Concevons maintenant que l'on multiplie les deux membres de l'équa- 
tion précédente par (a — x)"; on en tirera 



(7) 



OU, ce qui revient au même, 

+ ! a"ai rt*-'», -1- «"-"'ob J-' 

L ' i i.a *J 



Cette dernière formule devant subsister toutes les fois que le module 
de la variable x est inférieur au module de la constante a, par consé- 
quent toutes les fois que l'on attribue à x une valeur réelle peu dilTê- 
rcntc de zéro, on en conclura, par des raisonnements semblables à 
ceux que nous avons employés pour démontrer le théorème VI du 
Chapitre VI (§ IV). 

[ (— ij^A ^ a^ao, 
(8) 
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et généralement 

(g) a'^aa a'«-*a;,_,H a'»-*a„_,— . . .dz a„.„ = o. . 

Il est essentiel de remarquer que l'équation (9) a lieu seulement pour 
des valeurs entières de n égales ou supérieures à m, et qu'elle doit 
être remplacée, lorsqu'on suppose n<^m^ par l'une des formules (8). 
De plus, comme l'équation (9), étant linéaire par rapport aux con- 
stantes 

donnera pour la première de ces constantes une fonction linéaire de 
toutes les autres, il en résulte que, dans la série 

^ I O y ^09 ^1 *^f ^S *^ 9 ■ * * 9 ^n *^ 9 • • • 

considérée à partir du terme al^x^n le coefficient d'une puissance 
quelconque de x s'exprimera en fonction linéaire des coeificients des 
puissances inférieures pris consécutivement et en nombre égal h m. 
Cette série sera donc l'une de celles que nous avons nommées récur- 
rentes. 

Parmi les diverses formules particulières qu'on peut déduire de 
l'équation (3), il est bon de remarquer celles qui correspondent aux 
deux suppositions m = i, m = 2. On trouve, dans la première hypo- 
thèse, 

t s ^ /A A A , \ 

X — a \a a} a^ ) 

et, dans la seconde, 

Les deux formules précédentes, dont la première détermine la somme 
d'une progression géométrique, subsistent, ainsi que l'équation (3), 
toutes les fois que le module de x est inférieur au module de a. 
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Lorsque dans Téquation (12) on fait en même temps 

A = I, ûr — I, 
on obtient la suivante 

(i3) - — -- — - — I -h 2x -f- 3jr*-i- 4-2:' 4-. . ., 

qui a pour second wïewïbre la somme de la série (2) (§ I), et suppose 
le module de x inférieur à l'unité. 
Considérons maintenant une fraction rationnelle quelconque 

f{x), F(a?) étant deu?c fonctions entières de la variables?. Représen- 
tons par a, b, c, ... les diverses racines de Téquation 

(i5) • F(.r) = o, 

par m' le nombre des racines égales à a, par m" le nombre des racines 
égales à b, par m'^ le nombre des racines égales à c, ..., et par k le 
coefficient de la plus haute puissance de x dans le polynôme V(x), en 
sorte qu'on ait 

(16) ¥(x) — k{x — a)*^'{x — b)""' (x — c)"»' 

La méthode exposée dans le Chapitre précédent fournira, pour la dé- 

composition de la fraction rationnelle v,^ — r en fractions simples, une 
équation de la forme 

f(^) n A A| A»,'_t 



(17) 



(X 


— a)'" 




B 


u- 


by- 




C 



(X 


— a)"' 
B, 


-1 


(X 


— by" 
C, 


— i 



-1- . . . H- 



X — O 



4- 



A, A,, ..., B, B,, ..., C, C,, ..., etCt désignant des constantes détermi- 
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nées, et R une fonction entière de x qui s'évanouira lorsque le degré 
du polynôme /(a?) âera inférieur à celui du polynôme F(a;). Cela 
posé, concevons que le module de la variable x soit inférieur aux mo- 
dules des diverses racines a, 6, c, . . ., et par conséquent au plus petit 
de ces modules. On pourra développer chacune des fractions simples 
que renferme le second membre de l'équation (17) en une série con- 
vergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de la variable a?; 
puis, en ajoutant les développements ainsi formés au polynôme R, on 
obtiendra une nouvelle série convergente toujours ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de x^ et dont la somme sera équivalente à 

la fraction rationnelle ér— x* Soit 

F(x) 

la nouvelle série dont il est ici question. La formule 

(19) ^— =zao4-a,x-f-«,x*-f-... 

subsistera toutes les fois que cette nouvelle série sera convergente, 
c'est-à-dire toutes les fois que le module de la variable a: sera inférieur 
au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de 
l'équation (i5). J'ajoute que la série (18) sera toujours une série 
récurrente. C'est ce que l'on prouvera aisément ainsi qu'il suit. 

Désignons par m la somme des nombres entiers m\ m!\ jrf^ . . ., ou, 
ce qui revient au même, le degré du polynôme F(a:), et faisons, en 
conséquence, 

A, /, ..., ^, q représentant des constantes réelles ou imaginaires. 
L'équation (ig) deviendra 

(21) - — 7— — n i^ao-H «1^4- aiX^-\- 

Après l'avoir mise sous la forme 
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on en tirera, en développant le second membre comme on Ta fait pour 
Téquation (6), 

(23) '. -H {ga„t-hpan-i-^' . .-h /^i-f- kao)x'^^. . . 

Cette dernière formule devant subsister tant que le module de la va- 
riable X est inférieur aux modules des constantes a, b, c, ...» on dé- 
montrera, par des raisonnements semblables à ceux dont nous avons 
fait usage pour établir le théorème VI du Chapitre VI (§ IV), que les 
coefficients des puissances semblables de x dans les deux membres 
sont nécessairement égaux entre eux. Il en résulte : i*^ que les coeffi- 
cients des diverses puissances de x dans les différents termes du poly- 
nôme /(a?) sont respectivement égaux aux coefficients des mêmes puis- 
sances dans la série dont la somme constitue le second membre de 
l'équation (23); 2® que dans cette série les coefficients des puissances 
dont l'exposant surpasse le degré du polynôme /(a?) se réduisent à 
zéro. D'ailleurs, si l'on considère un terme de la série dans lequel l'ex- 
posant n de la variable x surpasse le degré du polynôme /(x), et soit 
en même temps égal ou supérieur à m, ce terme sera de la forme 

Donc, toutes les fois que la valeur de /2, étant supérieure au degré du 
polynôme /(a?), sera de plus égale ou supérieure au degré m du poly- 
nôme F(a:), les coefficients 

se trouveront assujettis a l'équation linéaire 

( 24) qan-r-pan^x -h ... 4- /««-m+i -+- ka^^^ r- o; 

et par suite, pour une semblable valeur de /i, le coefficient a^ de la 
puissance o:^ s'exprimera en fonction linéaire de ceux des puissances 
inférieures prises consécutivement au nombre de m. La série (i8) 
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sera donc Tune de celles que Ton nomme récurrentes. Son échelle de 
relation se composera des constantes 

A", /, ...» Pf Cjt 

respectivement égales aux coefficients des diverses puissances de x 
dans le polynôme F(a^). 

Parmi les séries qui représentent les développements des fractions 
renfermées dans le second membre de la formule (17)» et qui sont 
toutes convergentes dans le cas où le module de la variable x reste 
inférieur aux modules des diverses racines de l'équation (i5), l'une 
au moins deviendrait divergente si le module de la variable venait à 
surpasser celui de quelque racine. Par suite, la série (18), toujours 
convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. 
D'autre part, si l'on fait croître indéfiniment le nombre entier n, et 
si l'on désigne par p^ le module du coefficient a^ dans la série (18), 
cette série sera convergente ou divergente {voir le § 1) suivant que le 
module de x sera inférieur ou supérieur h la plus petite des limites 

d^ (?«) "• Comme les deux règles de convergence que nous venons 
d'énoncer doivent nécessairement s'accorder entre elles, on peut con- 
clure que le plus petit des modules qui correspondent aux racines de 

l'équation (1 5) est précisément égal à la plus petite des limites de Vex^ 

_ 1 

pression (p„) ". 

Lorsque les deux fonctions/(a?), ¥{x) sont réelles, le coefficient a„ 
l'est aussi, et son module p„ ne diffère pas de sa valeur numérique. Si 
dans la même hypothèse l'équation ¥(x) = o n'a que des racines 
réelles, la racine qui aura la plus petite valeur numérique sera, 
d'après ce qu'on vient de dire, égale (au signe près) k la plus petite 

des limites de (p„) ". Enfin, si le rapport -^- converge vers une 

limite fixe, on pourra la substituer (Chap. Il, § III, théorème II) a 

la limite cherchée de l'expression (p) ". Cette remarque conduit à la 
règle qu'a donnée Daniel Bernoulli pour déterminer numériquement 

OEuvres ilc C. — S. U, t. III. 4'^ 



330 COURS D'ANALYSE. 

la plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantités qui 
représentent les racines supposées réelles d'une équation algébrique. 



§ in. — Sommation des séries récurrentes, et fixation 

de leurs termes généraux. 

Lorsqu'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes de la 
variable x est à la fois convergente et récurrente, elle a toujours pour 
somme une fraction rationnelle. En effet, soit 

une semblable série, et supposons que, pour des valeurs de n supé- 
rieures à une certaine limite, le coefficient a^ de la puissance a:" soit 
déterminé, en fonction linéaire des coefficients des puissances infé- 
rieures pris en nombre égal à /i, par une équation de la forme 

en sorte que les constantes 

forment l'échelle de relation de la série. Si l'on multiplie la somme de 
cette série, savoir 

ûTo^- aiJT -4- rt, 

par le polynôme 



ûTo 4- r7, a- -4- rt, JT* -4- . . . 



le produit obtenu sera la somme d'une nouvelle série dans laquelle 
le coefficient de x'\ calculé comme dans le Chapitre VI (i^ IV, théo- 
rème V), s'évanouira pour des valeurs de n supérieures à la limite 
assignée. En d'autres termes, le produit dont il est question sera un 
nouveau polynôme d'un degré marqué par cette limite. Si l'on désigne 
ce nouveau polynôme par/(j:), on aura 
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et, par suite. 



kx"'-\- Ix'"-^ ^. . .-^ px -4- (] 



Donc toute série qui, ordonnée suivant les puissances ascendantes et 
entières de la variable a;, est à la fois convergente et récurrente, a . 
pour somme une fraction rationnelle, dont le dénominateur est un 
polynôme dans lequel les puissances successives de x ont pour coef- 
ticients les différents termes de l'échelle de relation de la série. 

Lorsque pour faire connaître une série récurrente on donne seule- 
ment ses premiers termes et Téchelle de relation qui sert à déduire 
des premiers termes tous ceux qui les suivent, on détermine sans 
peine, a l'aide de la méthode que nous venons d'indiquer, la frac- 
tion rationnelle qui représente la somme de la série dans le cas où 
elle demeure convergente. Cette fraction rationnelle étant calculée, 
on pourra lui substituer une somme de fractions simples augmentée, 
s'il V a lieu, d'une fonction entière de la variable x\ et, si l'on cherche 
ensuite les séries récurrentes qui, pour des valeurs de x convenable- 
ment choisies, expriment les développements des fractions simples 
dont il s'agit, on obtiendra, en ajoutant les termes généraux de ces 
mêmes séries, le terme général de la série proposée. 



NOTES. 



NOTE I. 

SUR LA THÉORIE DE8 QUANTITÉS POSITIVES ET NÉGATIVES. 



On a beaucoup disputé sur la nature des quantités positives ou négatives, 
et Ton a donné à ce sujet diverses théories. Celle que nous avons adoptée 
{voir les Préliminaires, pages 2 et 3) nous paraît la plus propre à éclaircir 
toutes les difficultés. Nous allons d'abord la rappeler en peu de mots. Nous 
montrerons ensuite comment Ton en déduit la règle des signes. 

De môme qu'on voit l'idée de nombre naître de la mesure des grandeurs, 
de même on acquiert l'idée de quantité (positive ou négative) lorsque l'on 
considère chaque grandeur d'une espèce donnée comme devant servir à l'ac- 
croissement ou à la diminution d'une autre grandeur fixe de même espèce. 
Pour indiquer cette destination, on représente les grandeurs qui doivent 
servir d'accroissements par des nombres précédés du signe -h, et les gran- 
deurs qui doivent servir de diminutions par des nombres précédés du 
signe — . Cela posé, les signes -h ou — placés devant les nombres peu- 
vent être comparés, suivant la remarque qui en a été faite ('), à des 
adjectifs placés auprès de leurs substantifs. On désigne les nombres pré- 
cédés du signe -h sous le nom de quantités positives, et les nombres 
précédés du signe — sous le nom de quantités négatives. Enfin, l'on est 
convenu de ranger les nombres absolus qui ne sont précédés d'aucun signe 
dans la classe des quantités positives; et c'est pour cette raison qu'on se 
dispense quelquefois d'écrire le signe -h devant les nombres qui doivent 
représenter des quantités de cette espèce. 

En Arithmétique, on opère toujours sur des nombres dont la valeur par- 
ticulière est connue, et qui sont par conséquent donnés en chiffres; tandis 
que dans l'Algèbre, où l'on considère les propriétés générales des nombres, 

( ' ) Tra/tsactions philosophiques, année 1 806. 
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on représente ordinairement ces mômes nombres par des lettres. Une quan- 
tité se trouve alors exprimée par une lettre précédée du signe -h ou — . Au 
reste, rien n'empêche de représenter les quantités par de simples lettres 
aussi bien que les nombres. C'est un artifice qui augmente les ressources de 
rAnalyse; mais, lorsqu'on veut en faire usage, ihest nécessaire d*avoir égard 
aux conventions suivantes. 

(]omme, dans le cas où la lettre A représente un nombre, on peut, d'après 
ce qui a été dit ci-dessus, désigner la quantité positive dont la valeur numé- 
rique est égale à A, soit par -t-A, soit par A seulement, tandis que —A 
désigne la quantité opposée, c'est-à-dire la quantité négative dont A est la 
valeur numérique : ainsi, dans le cas où la lettre a représente une quantité, 
on regarde comme synonymes les deux expressions a et -+-«, et Ton désigne 
par — a la quantité opposée. 

D'après ces conventions, si l'on représente par A soit un nombre, soit une 
(luanlilé quelconque, et que l'on fasse 

a - -^ A, h — — A, 

on aura 

— ^ --^A, -^^— — A, 

— a zzz — A, — ^ — -^A. 

Si dans les quatre dernières équations on remet pour a et 6 leurs valeurs 
entre parenthèses, on obtiendra les formules 

I -H(-4-A) --1- A, -+-(--A)--A, 

Dans chacune de ces formules le signe du second membre est ce qu'on appelle 
le produit des deux signes du premier. Multiplier deux signes l'un par l'autre, 
c'est former leur produit. L'inspection seule des équations (i) suffit pour éta- 
blir la règle des signes, comprise dans le théorème que je vais énoncer. 

TiiÊORÈMB 1. — Le produit de deux signes semblables est toujours -+-, et le 
produit de deux signes opposes est toujours — . 

11 suit encore des mêmes équations que le produit de deux signes, lorsque 
l'un des deux est 4-, reste égal à l'autre. Si donc on a plusieurs signes à 
multiplier entre eux, on pourra faire abstraction de tous les signes -h. De 
celle remarque on déduit facilement les propositions suivantes : 

Thêorèmb II. - Si l'on multiplie plusieurs signes les uns par les autres 
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dans un ordre quelconque, le produit sera toujours h-, lorsque les signes — 
seront en nombre pair, et le produit sera —, dans le cas contraire. 

Théorème III. — Le produit de tant de signes que l'on voudra reste le 
même, dans quelque ordre qu'on les multiplie. 

Une conséquence immédiate des déOiiitions qui précèdeni, c'est que la mul- 
tiplication des signes n'a aucun rapport avec la multiplication des nombres. 
Mais on n*en sera point étonné, si Ton observe que la notion du produit 
de deux signes se présente dès les premiers pas que l'on fait en Analyse, 
puisque dans Taddition ou la soustraction d*un monôme on multiplie réelle- 
ment le signe de ce monôme par le signe ■+- ou — . 

En partant des principes que nous venons d'établir, on lèvera facilement 
toutes les difficultés que peut offrir remploi des signes -+- et — dans les opé- 
rations de l'Algèbre et de la Trigonométrie. Seulement il faudra distinguer 
avec soin les opérations relatives aux nombres de celles qui se rapportent 
aux quantités positives ou négatives. On devra surtout s'attacher à fixer 
d'une manière précise le but des unes et des autres, à définir leurs résul- 
tats et à en montrer les propriétés principales. C'est ce que nous allons 
essayer de faire en peu de mots, pour les diverses opérations que Ton a cou- 
tume d'exécuter. 

ADDITION ET SOUSTRACTION. 

Sommes et différences des nombres. — Ajouter au nombre A le nombre B ou, 
en d'autres termes, faire subir au nombre A l'accroissement •+■ B, c'est ce 
qu'on appelle faire une addition arithmétique. Le résultat de cette opération 
s'appelle somme. On l'indique en plaçant à la suite du nombre A son accrois- 
sement -r B, ainsi qu'il suit : 

A-hB. 

« 

On ne démontre pas, mais on admet comme évident que la somme de plu- 
sieurs nombres reste la même dans quelque ordre qu'on les ajoute. C'est un 
axiome fondamental sur lequel reposent l'Arithmétique, l'Algèbre et toutes 
les sciences de calcul. 

La soustraction arit/imétiqwj est l'inverse de l'addition. Elle consiste à 
retrancher d'un premier nombre A un second nombre B, c'est-à-dire à cher- 
cher un troisième nombre C qui, ajouté au second, reproduise le premier. 
C'est là aussi ce qu'on appelle faire subir au nombre A la diminution — B. 
Le résultat de celte opération se nomme différence. On l'indique en plaçant 
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à la suite du nombre A la diminution — B, ainsi qu*il suit : 

A-B. 

Quelquefois on désigne la différence A — B sous le nom d'excès, ou de reste, 
ou de rapport arithmétique entre les deux nombres A et B. 

Sommes et différences des quantités. — Nous avons expliqué dans les préli- 
minaires ce que c'est qu'ajouter deux quantités entre elles. En ajoutant plu- 
sieurs quantités les unes aux autres, on obtient ce qu'on appelle leur somme. 
Il est facile de démontrer, en s'appuyant sur Taxiome relatif à l'addition des 
nombres, la proposition suivante : 

Théorème IV. -- La somme de plusieurs quantités reste la même, dans 
quelque ordre qu'on les ajoute. 

On indique la somme unique de plusieurs quantités par la simple juxta- 
position des lettres qui représentent soit leurs valeurs numériques, soit les 
quantités elles-mêmes, chaque lettre étant précédée du signe qu'elle doit 
avoir pour rester ou devenir propre à exprimer la quantité correspondante. 
Les différentes lettres peuvent d'ailleurs être disposées dans un ordre quel- 
conque, et il est permis de supprimer le signe -f- devant la première lettre. 
Considérons, par exemple, les quantités 

a^ Of C, • • • « y > ^» /«> .... 

Leur somme pourra être représentée par l'expression 

a —/— g -4- ^ — A -h c -+-... . 

Dans une semblable expression, chacune des quantités 

a, 6, c, ..., --/, —gy — /*, ... 

(»sl ce qu'on appelle un monôme. L'expression elle-même est un polynôme 
dont les monômes en question sont les différents termes. 

Lorsqu'un polynôme renferme seulement deux, trois, quatre, ... termes, 
il prend le nom de binôme, trinôme, quadrinôme, .... 

On prouve aisément que deux polynômes dont tous les termes sont égaux 
et de signes contraires représentent deux quantités opposées. 

La dijférence entre une première quantité et une seconde, c'est une troi- 
sième quantité qui, ajoutée à la seconde, reproduit la première. En partant 
de cette définition, on démontre que, pour soustraire d'une première quan^ 
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tité a une seconde quantité b, il sujffit d*ajouter à la première la quantité 
opposée à b, c'est-à-dire — b. On en conclut que la différence des deux quan- 
tités a eib doit être représentée par 

a — 6. 

Nota. — La soustraction étant l'inverse de Taddition peut toujours s'indi- 
quer de deux manières. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantité c 
est la différence des deux quantités a et ô, on peut écrire indifféremment 

a — Z>=rc ou a = 64-c. 



MULTIPLICATION ET DIVISION. 

Produits et quotients des nombres. — Multiplier le nombre A par le nombre B, 
c'est opérer sur le nombre A précisément comme on opère sur l'unité pour 
obtenir B. Le résultat de cette opération est ce qu'on appelle \q produit de A 
par B. Pour bien comprendre la définition précédente de la multiplication, 
il faut distinguer différents cas suivant l'espèce du nombre B. Or ce nombre 
peut être tantôt rationnel, c'est-à-dire entier ou fractionnaire, tantôt irra- 
tionnel, c'est-à-dire non rationnel. 

Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour obtenir B, d'ajouter l'unité 
plusieurs fois de suite à elle-même. Il faudra donc alors, pour former le pro- 
duit de A par B, ajouter le nombre A à lui-même un pareil nombre de fois, 
c'est-à-dire faire la somme d'autant de nombres égaux à A qu'il y a d'unités 
dans B. 

Lorsque B est une fraction qui a pour numérateur m et pour dénomina- 
teur /i, l'opération par laquelle on parvient au nombre B consiste à partager 
l'unité en n parties égales et à répéter m fois le résultat trouvé. On obtiendra 
donc alors le produit de A par B, en partageant le nombre A en /i parties 
égales, et répétant l'une de ces parties m fois. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres 
rationnels des valeurs de plus en plus approchées. On fait voir aisément 
que dans la même hypothèse le produit de A par les nombres rationnels 
dont il s'agit s'approche de plus en plus d'une certaine limite. Cette limite 
sera le produit de A par B. Si l'on suppose, par exemple, B = o, on trouvera 
une limite nulle, et l'on en conclura que le produit d'un nombre quelconque 
par zéro s'évanouit. 

Dans la multiplication de A par B, le nombre A s'appelle multiplicande, et 

ORuvres de C, S. Il, t. III. 4^ 
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le nombre B multiplicateur. Ces deux nombres sont aussi désignés conjoin- 
lemenl sous le nom ùq facteurs du produit. 

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie indifféremment Tune des 
trois notations suivantes : 

BxA, B.A, BA. 

Le produit de plusieurs nombres reste le même dans quelque ordre qu'on 
les multiplie. Celle proposition, lorsqu'il s'agit de deux ou trois facteurs 
entiers seulement, se déduit de l'axiome relatif à l'addition des nombres. 
On peut ensuite la démontrer successivement : i*» pour deux ou trois fac- 
teurs rationnels; 2* pour deux ou trois facteurs irrationnels; 3® enfin pour 
un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irrationnels. 

Diviser le nombre A par le nombre B, c'est chercher un troisième nombre 
dont le produit par B soit égal à A. L'opération par laquelle on y parvient 
s'appelle division, et le résultat de cette opération quotient. De plus, le 
nombre A prend le nom de dividende^ et le nombre B celui de diviseur. 

Pour indiquer le quotient de A par B, on emploie à volonté l'une des deux 
notations suivantes : 

g» A:B. 

Quelquefois on désigne le quotient A:B sous le nom de rapport ou raison 
géométrique des deux nombres A et B. 

L'égalité de deux rapports géométriques A : B, C : D ou, en d'autres termes, 
l'équation 

A : B = C : D 

est ce qu'on appelle une proportion géométrique. Ordinairement au lieu du 
signe = on emploie le suivant :: qui a la même valeur, et l'on écrit 

AlBiiClD. 

Nota. — Lorsque B est un nombre entier, diviser A par B, c'est, d'après 
la définition, chercher un nombre qui, répété B fois, reproduise A. C'est 
donc partager le nombre A en autant de parties égales qu'il y a d'unités 
dans B. On conclut facilement de cetle remarque que, si m et n désignent 
deux nombres entiers, la /i'*"*" partie de l'unité devra être représentée par 

— » 
n 
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et la fraction» qui a pour numérateur m et pour dénominateur n, par 



I 
w X -• 
n 

Telle est, en effet, la notation par laquelle on doit naturellement désigner la 
fraction dont il s*agit. Mais, comme on prouve aisément que le produit 

I 
m X - 

n 

est équivalent au quotient de m par /t, c'est-à-dire à — -> il en résulte que la 
môme fraction peut être représentée plus simplement par la notation 

m 

— • 

n 

Produits et quotients des quantités. — Le produit d'une première quantité 
par une seconde est une troisième quantité qui a pour valeur numérique le 
produit des valeurs numériques des deux autres, et pour signe le produit de 
leurs signes. Multiplier deux quantités Tune par l'autre, c'est former leur 
produit. L'une des deux quantités s'appelle multiplicateur, l'autre multipli- 
cande, et toutes les deux conjointement facteurs du produit. 

Ces définitions étant admises, on établira facilement la proposition sui- 
vante : 

Théorème V. — Le produit de plusieurs quantités reste le mémcy dans 
quelque ordre qu'on les multiplie. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit de combiner la proposition 
semblable relative aux nombres avec le théorème lïl relatif aux signes 
(voir ci-dessus, page 335). 

Diviser une première quantité par une seconde, c'est chercher une troi- 
sième quantité qui, multipliée par la seconde, reproduise la première. L'opé- 
ration par laquelle on y parvient s'appelle division; la première quantité 
dividende, la seconde diviseur, et le résultat de l'opération quotient. Quel- 
quefois on désigne le quotient sous le nom de rapport ou raison géomé- 
trique des deux quantités données. En partant des définitions précédentes, 
on prouve facilement que le quotient de deux quantités a pour valeur numé- 
rique le quotient de leurs valeurs numériques, et pour signe le produit de 
leurs signes. 



340 COURS D'ANALYSE. 

La multiplication et la division des quantités s'indiquent tout comme la 
multiplication et la division des nombres. 

Nous dirons que deux quantités sont inverses Tune de l'autre lorsque le 
produit de ces deux quantités sera l'unité. D'après cette défmition, la quan- 
tité a aura pour inverse -> et réciproquement. 

On a remarqué plus haut que ce qu'on appelle fraction en Arithmétique 
est égal au rapport ou quotient de deux nombres cuitiers. En Algèbre, on 
désigne aussi sous le nom de fraction le rapport ou quotient de deux quan- 
tités quelconques. Si donc a Qi b représentent deux quantités, leur rap- 
port T sera une fraction algébrique. 

Nous observerons encore que la division, étant une opération inverse de 
la multiplication, peut toujours s'indiquer de deux manières. Ainsi, par 
exemple, pour exprimer que la quantité c est le quotient de deux quan- 
tités a et 6, on peut écrire indifféremment 

r == c ou a ^:^ bc. 
b 

Les produits et quotients de nombres et de quantités jouissent de pro- 
priétés générales auxquelles on a souvent recours. Nous avons déjà parlé 
de celle qu'a tout produit de rester le môme, dans quelque ordre que l'on 
multiplie ses facteurs. D'autres propriétés non moins remarquables se trou- 
vent comprises dans les formules que je vais écrire. 

Soient 

plusieurs suites de quantités positives ou négatives. On aura, pour toutes les 
valeurs possibles de ces mômes quantités, 

k{a -^ b -]- c -\- , , ,) ^^ ka -^ kb -\- ko ^ . . . y 



(2) 



a -h 6 -h c -+- . . . 


abc 

-k-^k-^-k 

aa' a*^ . . . 


k 
a a' a" 

^ X ^/ X ^/r X • • 


bb'b\..' 



A — M ~ ^ 

a a a 



Les quatre formules qui précèdent donnent lieu à une foule de conséquences 
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qu'il serait trop long d'énumérer ici en détail. On conclura, par exemple, de 
la troisième formule : i® que les fractions 

a ka 
V Tb 

sont égales entre elles, a, by k désignant des quantités quelconques; i^ que 
la fraction t a pour inverse -; 3«» que, pour diviser une quantité k par une 
autre quantité a, il suffît de multiplier k par la quantité inverse de a, 
c'est-à-dire par -• 

ÉLÉVATION AUX PUISSANCES. EXTRACTION DES RACINES. 

Puissances et racines des nombres. Exposants positifs. — Élever le nombre A 
à \^ puissance marquée par le nombre B, c'est chercher un troisième nombre 
qui soit formé de A par la multiplication, comme B est formé de l'unité par 
l'addition. Le résultat de cette opération faite sur le nombre A est ce qu'on 
appelle sa puissance du degré B. Pour bien concevoir la défînition précé- 
dente de l'élévation aux puissances, il faut distinguer trois cas, suivant que 
le nombre B est entier, fractionnaire ou irrationnel. 

Lorsque B désigne un nombre entier, ce nombre est la somme de plu- 
sieurs unités. La puissance de A, du degré B, doit donc alors ôtre le produit 
d'autant de facteurs égaux à A qu'il y a d'unités dans B. 

Lorsque B représente une fraction — (m et n étant deux nombres entiers), 

il faut, pour obtenir cette fraction : i** chercher un nombre qui, répété n fois, 
reproduise l'unité; 2® répéter m fois le nombre dont'il s'agit. Il faudra donc 

alors, pour obtenir la puissance de A, du degré — : i® chercher un nombre 

tel que la multiplication de n facteurs égaux à ce nombre reproduise A; 
2® former un produit de m facteurs égaux à ce même nombre. Quand on 
suppose en particulier /n = i, la puissance de A que l'on considère se réduit 

à celle du degré -> et se trouve déterminée par la seule condition que le 

nombre A soit équivalent au produit de n facteurs égaux à cette même puis- 
sance. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres ra- 
tionnels des valeurs de plus en plus rapprochées. On prouve facilement que 
dans la même hypothèse les puissances de A, marquées par les nombres ra- 
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tionnels dont il s*agity s'approchent de plus en plus d'une certaine limite. 
Cette limite est la puissance de A du degré B. 

Dans l'élévation du nombre A à la puissance du degré B, le nombre A s'ap- 
pelle racine, et le nombre B,qui marque le degré de la puissance, ejryoo5ûr/i/. 
Pour représenter la puissance de A du degré B, on se sert de la notation sui- 
vante 

A». 

D'après les définitions qui précèdent, la première puissance d'un nombre 
n'est autre chose que ce nombre lui-môme. Sa seconde puissance est le pro- 
duit de deux facteurs égaux à ce nombre, sa troisième de trois semblables fac- 
teurs, et ainsi de suite. Des considérations géométriques ont conduit à dési- 
gner la seconde puissance sous le nom de carré, et la troisième sous le nom 
de cube. Quant à la puissance du degré zéro, elle sera la limite vers laquelle 
converge la puissance du degré B, tandis que le nombre B décroît indéflni- 
ment. Il est aisé de faire voir que cette limite se réduit à l'unité; d'où il résulte 

qu'on a, en général, 

A« = i. 

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste flnie et diffère de 
zéro. 

Extraire du nombre A la racine marquée par le nombre B, c'est chercher 
un troisième nombre qui, élevé à la puissance du degré B, reproduise A. 
L'opération par laquelle on y parvient s'appelle extraction, et le résultat de 
l'opération est la racine de A du degré B. Le nombre B, qui marque le degré 
de la racine, se nomme indice. Pour la représenter, on se sert de la notation 

4 

suivante : 

y/A. 

Les racines du second et du troisième degré sont ordinairement désignées 
sous le nom de racines carrées et cubiques. Lorsqu'il s'agit d'une racine 
carrée, on se dispense presque toujours d'écrire au-dessus du signe ^ l'in- 
dice 2 de cette racine. Ainsi les deux notations 

doivent être considérées comme équivalentes. 

Nota. — L'extraction des racines des nombres, étant l'inverse de leur élé- 
vation aux puissances, peut toujours être indiquée de deux manières. Ainsi, 
par exemple, pour exprimer que le nombre C est égal à la racine de A, du 
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degré B, on peut écrire à volonté 

Az^C» ou C = \/X. 

Remarquons encore qu'en vertu des définitions, fei Ton désigne par n un 

nombre entier quelconque, A" sera un nombre tel que la multiplication de 
n facteurs égaux à ce nombre reproduise A. En d'autres termes, on aura 

(a^)''=a, 

d'où l'on conclura 

A« = v^. 

Ainsi, lorsque n est un nombre entier, la puissance de A, du degré -> et la 

racine n'*"*' de A sont des expressions équivalentes. On prouve facilement 
qu'il en est de même dans le cas où l'on remplace le nombre entier n par un 
nombre quelconque. 

Puissances des nombres. Exposants négatifs. — Élever le nombre A à la puis- 
sance marquée par Veœposant négatif — B^ c'est diviser l'unité par A*. La va- 
leur de l'expression 

A-» 

se trouve donc déterminée par l'équation 

qu'on peut aussi mettre sous la forme 

A»A-B=:i. 

Par suite, si l'on élève un même nombre à deux puissances marquées par 
deux quantités opposées, on obtiendra pour résultats deux quantités positives 
inverses l'une de l'autre. 

Puissances et racines réelles des quantités. — Si, dans les définitions que 
nous avons données des puissances et racines des nombres correspondantes à 
des exposants, ou entiers, ou fractionnaires, on substitue le mot de quantités 
à cQ\\x\àB nombres, on obtiendra les définitions suivantes pour les puissances 
et racines réelles des quantités. 

Élever la quantité a à la puissance réelle du degré m, m étant un nombre 
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entier, c'est former le produit d'autant de facteurs égaux à a qu'il y a d'unités 
dans m. 

Élever la quantité a à la puissance réelle du degré —> m et n étant deux 

nombres entiers, c'est, en supposant, pour éviter toute incertitude, la frac- 

nt 
tion — réduite à sa plus simple expression, former un produit de m facteurs 

égaux et tellement choisis que la /!'*"• puissance de chacun d'eux soit équi- 
valente à la quantité a. 

Extraire de la quantité a la racine réelle du degré m ou — > c'est chercher 

une nouvelle quantité qui, élevée à la puissance réelle du degré m ou — > 
reproduise a. D'après cette défînition, la /!'*■• racine réelle d'une quantité 
est évidemment la môme chose que sa puissance réelle du degré -• De plus, 
on prouvera facilement que la racine du degré — équivaut à la puissance du 

degré - • 

m 
Enfln, élever la quantité a à la puissance réelle du degré — m ou > 

c'est diviser l'unité par cette même quantité a élevée à la puissance réelle du 

degré m ou — • 
^ n 

Dans les opérations dont on vient de parler, le nombre ou la quantité qui 
marque le degré d'une puissance réelle de a s'appelle Vexposant de cette 
puissance, tandis que le nombre qui marque le degré d'une racine réelle se 
nomme Vindice de celte racine. 

Toute puissance de a qui correspond à un exposant dont la valeur numé- 
rique est entière, c'est-à-dire à un exposant de la forme 4- /n ou — m, m re- 
présentant un nombre entier, admet une valeur unique et réelle que l'on 

désigne par la notation 

a"* ou a-'". 

Quant aux racines, et quant aux puissances dont la valeur numérique est 
fractionnaire, elles peuvent admettre ou deux valeurs réelles, ou une seule 
valeur réelle, ou n'en admettre aucune. Les valeurs réelles dont il est ici 
question sont nécessairement des quantités positives ou des quantités néga- 
tives. Mais, outre ces quantités, on emploie encore en Algèbre des symboles 
qui, n'ayant aucune signifîcation par eux-mêmes, reçoivent néanmoins, à 
cause de leurs propriétés, les noms ée puissances et de racmw. Ces symboles 
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sont du nombre des expressions algébriques auxquelles on a donné le nom 
d'imaginaires, par opposition à celui d'expressions réelles, qui ne s'applique 
jamais qu'à des nombres ou à des quantités. 

Cela posé, il résulte des principes établis dans le Chapitre VII que la racine 

.^irme (l'une quantité quelconque a et ses puissances des degrés —i > 

n étant un nombre entier et — une fraction irréductible, admettent cha- 

n 

cune n valeurs distinctes réelles ou imaginaires. Conformément aux nota- 
tions adoptées dans le môme Chapitre, on désignera Tune quelconque de ces 
valeurs, s'il s'agit de la racine /i**"*, par la notation 

\^ = ((«))% 

et, s'il s'agit de la puissance qui a pour exposant — ou > par la nota- 
tion 

m m 

aa)r ou ((a))"". 
1 

Ajoutons que l'expression {{a)Y est comprise comme cas particulier dans 

m 

l'expression plus générale ({a))" , et que, en appelant A la valeur numérique 
de a, on trouvera pour les valeurs réelles des deux expressions 

ï° Si n désigne un nombre impair, 

m m 

a étant H- A 4-A"^, -4- A", 

m m 

a étant— A —A", — A~"^; 

2*» Si n désigne un nombre pair, 

m m. 

a étant H- A i^A", ztA ". 

Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a négatif, toutes les valeurs de cha- 

m m 

cune des expressions {(a))" , ((a)) " deviennent imaginaires. 

m 
Si l'on fait varier la fraction — de manière qu'elle s'approche indéOniment 

d'un nombre irrationnel B, le dénominateur n croissant alors au delà de toute 
limite assignable, il en sera de même du nombre des valeurs imaginaires 

OKuvrei de C, — S. II, t. 111. 44 
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qu'obtiendra chacune des expressions 



m m 



((«))% ((«)) ". 

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations 

ou, si Ton fait ^ = it B, la notation 

à moins de considérer une semblable notation comme propre à représenter 
une infinité d'expressions imaginaires. Pour éviter cet inconvénient, nous 
n*emploierons jamais l'expression algébrique 

((«))" 

dans le cas où la valeur numérique de b sera irrationnelle. Seulement, dans 

celte hypothèse, lorsque a obtiendra une valeur positive 4- A, on pourra 

faire usage de la notation 

a* ou (a)^, 

que Ton devra considérer comme équivalente à 

(voir le Chapitre VU, § IV). 

Les puissances de nombres et de quantités jouissent de plusieurs propriétés 
remarquables qu'il est facile de démontrer. Nous citerons entre autres celles 
qui se trouvent comprises dans les formules que je vais écrire. 

Soient a, a\ a% . . ., ô, b\ ^^ ... des quantités quelconques positives ou 
négatives; A, A', A% ... des nombres quelconques, et m, m', m', ... des 
nombres entiers. On aura 

A^ A*' A^'. . . :== \ff-i-b'-*-b'-h... 
(3) { A^A'*A'^..= (AA'A^..)^ 

^±m Q±m' ar^m' ^ ^ ^ — - ^±m:^m'±m'±... (chacun des nombres m, m', m", . . . devant être 

affecte du même signe dans les deux membres), 
^m ^/m ^/fm . . . =: (aa'a". . . )'*, 



(4) 
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Les formules (3) et (4) donnent lieu à une foule de conséquences, parmi les- 
quelles nous nous contenterons d'indiquer la suivante. On tire de la seconde 
des formules (3) 

et l'on en conclut 



va; a^ 



Donc, si Ton élève deux quantités positives inverses Tune de l'autre à une 
même puissance, les résultats seront encore deux quantités inverses. 

FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES. 

Lorsque dans l'expression A* on regarde le nombre A comme fixe, et la 
quantité ^ comme variable, la puissance Apprend le nom d'exponentielle. Si, 
dans la même hypothèse, on a, pour une valeur particulière de :r, 

A^ = B, 

cette valeur particulière sera ce qu'on appelle le logarithme du nombre B 
dans le système dont la base est A. On indique ce logarithme en plaçant 
devant le nombre la lettre initiale l ou L, ainsi qu'il suit 

/B ou LB. 

Toutefois, comme une semblable notation ne fait pas connaître la base du 
système de logarithmes auquel elle se rapporte, il est indispensable d'énoncer 
dans le discours la valeur de cette base. Cela posé, si l'on se sert de la carac- 
téristique L pour désigner les logarithmes pris dans le système dont la base 

est A, l'équation 

A* — B 

entraînera la suivante 

^ = LB. 

Quelquefois, lorsqu'on doit traiter en même temps des logarithmes pris 
dans différents systèmes, on distingue les uns des autres à l'aide d'un ou plu- 
sieurs accents placés à la droite de la lettre L, et Ton désigne en conséquence 
par cette lettre dépourvue d'accents les logarithmes d'un premier système, 
par la même lettre suivie d'un seul accent les logarithmes d'un second sys- 
tème, etc. 

En s'appuyant sur les définitions qui précèdent et sur les propriétés géné- 
rales des puissances des nombres, on reconnaîtra facilement : i° que l'unité 
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a zéro pour logarithme dans tous les systèmes; a* que dans tout système de 
logarithmes dont la base surpasse l'unité , tout nombre supérieur à Tunité 
a un logarithme positif, et tout nombre inférieur à Tunité un logarithme 
négatif; 3® que dans tout système de logarithmes dont la base est au-dessous 
de Funilé, tout nombre inférieur à Tunité a un logarithme positif, et tout 
nombre supérieur à Tunité un logarithme négatif; 4" enfin que, dans deux 
systèmes dont les bases sont inverses Tune de l'autre, les logarithmes d'un 
même nombre sont égaux et de signes contraires. De plus, on démontrera 
sans peine les formules qui établissent les propriétés principales des loga- 
rithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que je vais écrire. 

Si Ton désigne par B, B', B\ ..., C des nombres quelconques, par les 
caractéristiques L, L' des logarithmes pris dans deux systèmes différents 
dont les bases soient A, A', et par k une quantité quelconque positive ou 
négative, on aura 



(5) 



B' 


B . . . 


t=LBH- 


LB -h LB . . . , 




LE* 


= kLh, 






Btc 


y^LB.LC 


-c-», 




LC 
LB 


LC 
LB 





On tire de la première de ces formules 



et, par suite, 



LB-hLi-Li = o 
u 



Lg=-LB, 



d'où il résulte que deux quantités positives inverses Tune de l'autre ont des 
logarithmes égaux et de signes contraires. Ajoutons que la quatrième for- 
mule peut facilement se déduire de la seconde. £n effet, supposons que la 
quantité k représente le logarithme du nombre C dans le système dont la 

base est B. On aura 

C = B* 

et, par suite, 

LC = ^LB, L'C^)tL'B, 



d'où l'on conclura immédiatement 

LC UC 
LB "" LB 



~k. 
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On peut remarquer encore que, si Ton prend B = A, on tirera de la qua- 
trième formule, à cause de LA = i, 

L'C^L'A.LC, 

ou, en faisant, pour abréger, L'A := /x, 

L'C = fxLC. 

Ainsi, pour passer du système de logarithmes dont la base est A à celui dont " 
la base est A', il suffit de multiplier les logarithmes pris dans le premier sys- 
tème par un certain coefficient fx égal au logarithme de A pris dans le second 
système. 

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux qu'on nomme loga- 
rithmes réels, parce quHs se réduisent toujours à des quantités positives ou 
négatives. Mais, outre ces quantités, il existe des expressions imaginaires 
qui ont également reçu, à cause de leurs propriétés, le nom de logarithmes. 
Nous renvoyons sur ce sujet au Chapitre IX, dans lequel nous avons exposé 
la théorie des logarithmes imaginaires. 

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMÉTRIQUES ET DES ARCS DE CERCLE. 

Nous avons remarqué dans les Préliminaires qu'une longueur comptée sur 
une ligne droite ou courbe peut être représentée tantôt par un nombre, 
tantôt par une quantité, suivant qu'on a simplement égard à la mesure de 
cette longueur, ou qu'on la considère comme devant être portée sur la ligne 
donnée dans un sens ou dans un autre, à partir d'un point i\\e que l'on 
nomme origine, pour servir soit à l'augmentation, soit à la diminution d'une 
autre longueur constante aboutissant à ce point. Nous avons ajouté que, dans 
un cercle dont le plan est supposé vertical, on ï\\q ordinairement l'origine 
des arcs à l'extrémité du rayon tiré horizontalement de gauche à droite, et 
que, à partir de cette origine, les arcs se comptent positivement ou négati- 
vement suivant que, pour les décrire, on commence par s'élever au-dessus 
d'elle ou par s'abaisser au-dessous. Enfin, nous avons indiqué les origines de 
plusieurs lignes trigonométriques qui correspondent à ces mêmes arcs dans 
le cas où le rayon du cercle se réduit à l'unité. Nous allons revenir un instant 
siir cet objet et compléter les notions qui s'y rapportent. 

D'abord on établira facilement, à l'égard des longueurs comptées sur une 
même ligne droite ou courbe à partir d'une origine donnée, les propositions 
suivantes : 
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TuÉORfeiB VI. — Soient a, b, c, , . , des quantités quelconques positives ou 

négatives. Pour obtenir sur une ligne droite ou courbe l'extrémité de la Ion- 

gueur 

a -\- b -^ c 4-. . . 

comptée à partir d'une origine donnée dans le sens déterminé par le signe de 

la quantité 

a H- 6 -h c -h . . . , 

// suffira de porter sur cette ligne : i^ la longueur a à partir de l'origine, 
dans le sens déterminé par le signe de a; i^ la longueur b à partir de l'ex- 
trémité de rt, dans le sens déterminé par le signe de b; 3° la longueur c à 
partir de Vextrémité de A, dans le sens déterminé par le signe de c, et ainsi 
de suite. 

Thêorèxk Vil. — Soient a et b deux quantités quelconques. Supposons de 
plus que l'on porte sur une ligne droite ou courbe et à partir d'une origine 
donnée : i** une longueur égale à la valeur numérique de a, dans le sens 
déterminé par le signe de a; 2° une longueur égale à la valeur numérique 
de b, dans le sens déterminé par le signe de b. Pour passer de l'extrémité de 
la première longueur à celle de la seconde, ou réciproquement, en suivant 
la ligne que l'on considère, il suffira de parcourir une troisième longueur 
égale à la valeur numérique de la différence a — b. 

TaÊORfeMB VllL — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème pré- 
cédent, l'extrémité de la longueur représentée par 

a -h b 



sera sur la ligne donnée un point situé à distances égales des extrémités des 
longueurs a et b {les distances étant comptées sur la ligne elle-même). 

Appliquons maintenant ces théorèmes aux arcs mesurés sur la circonfé- 
rence d'un cercle dont le plan est vertical, et dont le rayon équivaut à l'unité, 
l'origine des arcs étant fixée à l'extrémité du rayon tiré horizontalement de 
gauche à droite. Si l'on désigne par r, suivant l'usage, le rapport de la cir- 
conférence au diamèlre, le diamètre étant égal à 2, la circonférence entière 
se trouvera exprimée par le nombre 27:, la moitié de la circonférence par le 

nombre r, et le quart par -• Si, de plus, on désigne par a un arc quelconque 
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positif ou négalif, on conclura du théorème VI que, pour obtenir Textrémilé 

de l'arc 

a-h2rmz ou a — 2/n7r 

(m étant un nombre entier), il faut porter sur la circonférence, à partir de 
Textrémité de Tare a, soit dans le sens des arcs positifs, soit dans le sens des 
arcs négatifs, une longueur égale à 2/n7r, c'est-à-dire parcourir m fois la cir- 
conférence entière dans un sens ou dans l'autre, ce qui ramènera néces- 
sairement au point d'où Ton était parti. Il en résulte que les extrémités des 

arcs 

a et a±2m7r 

coïncident. 
On conclura également des théorèmes VI ou VII : i*> que les extrémités 

des arcs 

a et a ±7: 

comprennent entre elles un arc égal à* tt, et se confondent par conséquent 
avec les extrémités d'un même diamètre; 2" que les extrémités des arcs 

a et azt — 
2 

comprennent entre elles un quart de circonférence, en sorte qu'elles coïn- 
cident avec les extrémités de deux rayons perpendiculaires l'un à l'autre. 
Enfin, on conclura du théorème VIII : i*» que les extrémités des arcs 

a et TT — a 

sont situées à égales distances de l'extrémité de Tare 

TT 
2 

et par conséquent placées symétriquement de pail et d'autre du diamètre 
vertical; 2» que les extrémités des arcs 

a et a 

2 

sont situées à égales distances de l'extrémité de l'arc 

TT 
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Les arcs 

TT — a el ûT, 

dont il est ici question, sont respectivement appelés le supplément et le 
complément de Tare a. En d'autres termes, deux arcs représentés par deux 
quantités a et 6 sont suppléments ou compléments Tun de l'autre suivant que 
Ton a 

2 

Puisque les angles au centre qui ont pour côté commun le rayon mené par 
l'origine des arcs croissent ou diminuent proportionnellement aux arcs qui 
leur servent de mesure, ot que ces angles eux-mêmes peuvent être consi- 
dérés comme les accroissements ou diminutions de Tun d'eux pris à volonté, 
rien ne s'oppose à ce qu'ils soient désignés par les mêmes quantités que les 
arcs. C'est une convention que Ton a*effectivement adoptée. On dit aussi que 
deux angles sont compléments ou suppléments l'un de l'autre, lorsque les 
arcs correspondants sont eux-mêmes compléments* ou suppléments l'un de 
l'autre. 

Passons maintenant à l'examen des lignes trigonomélriques; et, dans ce 
dessein, consfftérons un seul arc représenté par la quantité a. Si on le pro- 
jette successivement : i** sur le diamètre vertical; a*> sur le diamètre hori- 
zontal, les deux projections seront ce qu'on appelle le sinus et le sinus verse 
de l'arc a. On peut observer que la première est en même temps la projec- 
tion, sur le diamètre vertical, du rayon qui passe par l'extrémité de l'arc. Si 
l'on prolonge ce même rayon jusqu'à la rencontre de la tangente au cercle 
mené par l'origine des arcs, la partie de cette tangente interceptée entre 
l'origine et le point de rencontre sera ce qu'on appelle la tangente trigono- 
métrique de l'arc a. Enfin la longueur comptée sur le rayon prqjongé entre 
le centre et le point de rencontre sera la sécante de ce même arc. 

Les cosinus et cosinus verse d'un arc, sa cotangente et sa cosécante ne sont 
autre chose que les sinus et sinus verse, la tangente et la sécante de son 
complément, et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente et la 
sécante de ce même arc, le système complet de ses lignes trigonométriques. 

D'après ce qui a été dit ci-dessus, le sinus d'un arc se compte sur le dia- 
mètre vertical, le sinus verse sur le diamètre horizontal, la tangente sur la 
ligne qui touche le cercle à l'origine des arcs, et la sécante sur le diamètre 
mobile qui passe par l'extrémité de l'arc donné. De plus, les sinus et 
sécantes ont pour origine commune le centre du cercle, tandis que l'ori- 
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gine des tangentes et des sinus verses se confond avec celle des arcs. £n(in, 
on esl généralement convenu de représenter par des quantités positives 
les lignes trigonométriques de Tare a, dans le cas où cet arc est positif et 
moindre qu'un quart de circonférence; d*où il suit que Ton doit compter 
positivement le sinus et la tangente de bas en haut, le sinus verse de droite 
à gauche, et la sécante dans le sens du rayon mené à l'extrémité de Tare a. 
En partant des principes que nous venons d'adopter, on reconnaîtra immé- 
diatement que le sinus verse, et par suite le cosinus verse, sont toujours posi- 
tifs; et, de plus, on déterminera sans peine les signes qui doivent affecter les 
autres lignes trigonométriques d'un arc dont l'extrémité est donnée. Pour 
rendre cette détermination plus facile, on conçoit le cercle divisé en quatre 
|)arties égales par deux diamètres perpendiculaires entre eux, l'un horizontal, 
l'autre vertical; et ces quatre parties sont respectivement désignées sous les 
noms de premier, second, troisième et quatrième quart de cercle. Les denv 
premiers quarts de cercle sont situés au-dessus du diamètre horizontal, savoir 
le premier à droite et le second à gauche. Les deux derniers sont situés au-des- 
sous du même diamètre, savoir le troisième à gauche et le quatrième à droite. 
(]ela posé, comme les extrémités de deux arcs, compléments Tun de l'autre, 

sont également distantes de l'extrémité de l'arc ^» on en conclura qu'elles 

sont placées symétriquement de part et d'autre du diamètre qui divise en 
deux parties égales le premier et le troisième quart de cercle. Si l'on cherche 
ensuite quels signes doivent être attribués aux diverses lignes trigonomé- 
triques d'un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant que 
l'extrémité de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans unautre, on 
trouvera que ces signes sont respectivement 

Dans Dans Dans Dans 

le i*' quart le a* quart le 3» quart le 4* quart 

de cercle. de cercle. de cercle. de cercle. 

Pour le sinus et la cosécanle -h — — -- 

Pour le cosinus et la sécante ■+- — — — 

Pour la tangente et la cotangenie. . t- — ^ ^ 

On peut remarquer à ce sujet que le signe de la tangente est toujours le pro- 
duit du signe du sinus par le signe du cosinus. 

Les considérations précédentes conduisent encore à reconnaître (|ue le 
cosinus d'un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par l'ex- 
trémité de cet arc sur le diamètre horizontal, et que sur ce même diamètre 
il doit être compté positivement de gauche à droite, à partir du centre pris 
pour origine; que le cosinus verse peut être mesuré sur le diamètre vertical 

OEupretdeC, - S. II, t. 111. 4^ 
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entre le point Je plus élevé de la circonférence pris pour origine et Textré- 
mité du sinus; que la colangente» comptée positivement de gauche à droite 
sur la tangente horizontale menée au cercle par Torigine des cosinus verses, 
se réduit à la longueur comprise entre cette origine et le prolongement du 
diamètre mobile dont une moitié est le rayon mené à l'extrémité de l'arc; 
enfin que la cosécante, mesurée sur ce diamètre mobile, se compte positi- 
vement dans le sens du rayon dont il s'agit, et à partir du centre pris pour 
origine jusqu'à l'extrémité de la cotiangente. 

Nous avons suffisamment développé dans les préliminaires le système des 
notations à l'aide desquelles nous représentons les diverses lignes trigono- 
métriques et les arcs qui leur correspondent. Nous ne reviendrons pas sur 
cet objet, et nous nous contenterons d'observer que les lignes trigonomé- 
triques d'un arc sont censées appartenir en môme temps à l'angle au centre 
qu'il mesure, et que l'on désigne par la même quantité. Ainsi, par exemple, 
a, 6, ... représentant des quantités quelconques, on peut dire également 

que les notations 

sina, cos6, 

expriment le sinus de l'arc ou de l'angle a, le cosinus de l'arc ou de 
l'angle 6, 

Nous terminerons cette Note en rappelant quelques propriétés reniar- 
quables des lignes trigonométriques. 

D'abord, si l'on désigne par a une quantité quelconque, on trouvera que le 
sinus et le cosinus de l'angle a sont toujours liés entre eux par l'équation 

(6) sin*a -h cos'a=i I, 

et que les autres lignes trigonométriques peuvent être exprimées au moyen 
de ces deux premières ainsi qu'il suit : 

/ . . sina , I 

l siva =; I — cosa, tanga ~ > seca = ; 

1 cosa cosa 

(7) 

cosa I 

cosiva ^=: I — sm fl, cotflrrz- , cosecaiz:-. — • 

sina sina 

*l)es formules (6) et (7) on déduira facilement plusieurs autres équations, 
par exemple 

(8) col«=: -» séc*a — I -h tang'a, coséc'a = i -h cot*a, 

tangn 

Il est encore aisé de voir que, si la quantité positive R représente la Ion- 
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gueur d*une droite entre deux points» et a Tangle aigu ou obtus que forme 
cette droite avec un axe fixe, la projection de la longueur donnée sur Taxe 
fixe sera mesurée par la valeur numérique du produit 

Rcosa, 

et la projection de la même longueur sur une perpendiculaire à Taxe par la 

valeur numérique du produit 

Rsina. 

Enfin on reconnaîtra sans peine que, si, en partant d'un point pris au hasard 
sur la circonférence du cercle qui a pour rayon Tunité, on parcourt sur cette 
circonférence, dans un sens ou dans un autre, une longueur égale à la valeur 
numérique d*une quantité quelconque c, le plus petit arc compris entre les 

extrémités de cette longueur sera inférieur ou supérieur à -> suivant que 

cosc sera positif ou négatif. 

Ces principes étant admis, concevons que sur la circonférence dont on vient 
de parler on détermine : i® les extrémités A et B des arcs représentés par 
deux quantités quelconques a et 6; 2® l'extrémité N d'un troisième arc 

représenté par • Soit, en outre, M le milieu de la corde qui joint les 

points A, B, et supposons que le point M se projette sur le diamètre horizon- 
tal du cercle en un certain point P. Si les longueurs mesurées sur ce dia- 
mètre, à partir du centre pris pour origine, sont comptées positivement de 
gauche à droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au point P devra 
être représentée (en vertu du théorème VIII) par la quantité 

cosa -f- cos^ 



De plus, comme (en vertu du môme théorème) le point N est situé à égales 
distances des points A etB, le diamètre qui passe par le point N renfermera 



le milieu M de la corde AB ; et la distance de ce milieu M au centre du cercle 



sera égale (abstraction faite du signe) au cosinus de chacun des arcs NA, NB, 
ou, ce qui revient au même, à 



cos 



fa-^b \ (a^b .\ a 

( a 1 — cos ( 6 1 rz: COS — 



2 



Pour obtenir la projection horizontale de celte distance, il suffira de ta mul- 
tiplier par le cosinus de l'angle aigu compris entre le rayon tiré horizontale 



mn 
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MMmM i\i* prMiirlM' /i «Irolli» i»l l« (WHiu^Wc c|fii renferme le point X, c'est-à-dire 
|HM MM liHlrMi éK^il ^'tM Higiie pn^H) 5 ros -• En d'autres termes, la di- 

«liMM'i* iIm n*MM<t iiM point V anru pour mesure la valeur numérique du pro- 

iImII 

ros ros 

1 À 

.rojoMlo ipM« ro produit nera positif ou n<^gatif, suivant que le point M sera 

*Hmo \\ droit!» ou i\ f;auolio du dianu^tre vertical. En effet, cos est positif 

ou hO)4atif» "luivaul que le point N est situé par rapport à ce diamètre du 

nNlo dioU ou du cAh^ gauolio. el cos est positif ou nég:atif; par suite le 

ploduit 

«I /* ri * h 

COS ros 

i J 

il • /* 
c^l do uw^»uc xii^oc q(»o ctw ♦ ou de si^ne contraire, suivant que, chacun 

dcx j^»\ X \V* \U cUî'î uuVnour ou supcricur à -* le p*»inl M ^e ln»u\f 

xvu,%'^d,* MiO "0 xO:o î.u" !v" p'» al N ou du cO»io v»;^jh>>»*. O^mme •rA..ir*iir> U 
\v \ N ^i'o ' . ;vtv^,^ VI r > V" 'l \I ro iîVrtuo 4u>>i lo p.^:ul P, il ^*::l *i^- I^ 
*v *' i' V ^ \\\' ' / ; .' j l ^;j 00 du centre au p, ni P, 'î*::* î.- « a> :i - :î.»- 
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compléments a, ^, on obtiendra les suivantes : 

^ 2 2 

/ . . , a — h . a -}- h 
\ s\na -{- sinb=z2 cos sin > 

1 2 2 

. , .a — a -h b 
sina — sin6=:2 sin cos 



Les formules (9), (10) et (11) une fois établies, on en déduira facilement un 
f?rand nombre d'autres. On trouvera, par exemple, 



(12) 



(i3) 



(i4) 



sinrt — sin^ _ tang}(a— b) 

sïna -h sin^ "" tangj(a -h 6)' 

< 

i COSÔ — COSa ^ - . tx . 1/ I ^ 

I j =: tangA(a — 6)lang^(a-h ^), 

\ COS ^ -h COS a ' ^ 

j cos(a — 6) -f- cos(a -h ^) = 2C0sa cos6, 
cos(a — ^) — cos(a-h ^) = 2sina sin^, 

sin(a -+- 6) H- sin (a — 6) = 2 sin a cos 6, 
sin(a -4- 6) — sin(a — - ^) = 2 sin6cosa, 



i C08(a±: ô) = cosacos^ 1^1 sina sin6, 
( > 5 ) 

( sin(az± 6) = sinacos^±: sin^cosa, 

/ /î^ . / -i- i.x tangazhtang^ 

{16) tang(aii= 6) = -^3"^- ^ - 



(17) 



I zp tangatang^ 

cos2a r= cos*a — sin'a ^=z 2 cos*a — i z^i i — 2 sin*a, 
sin2a=: 2sinacosa. 



Soient maintenant a, 6, c trois angles quelconques. On tirera de la pre- 
mière des formules (i3) 

( cos(a -h b-h c) -\- cos(b h-c — a) -+- cos(c -ha — b) -{- cos(a -h b — c) 

(18) ; 

/ = 4 cos a cos 6 cos c. 

Si dans la formule précédente, au lieu de a, 6, c, on écrit \a, \b, Je, puis 
que Ton suppose 

(19) a -h b-h c — t:, 

on trouvera 

/ V • . , , , a b c 

(20) sma-f- sinc> -h sinc=r 4 cos- cos- cos -• 
^ ' 222 
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inenl de gauche à droite el le diamètre qui renferme le point N, c'est-à-dire 
par un facteur égal (au signe près) à cos- — • En d'autres termes, la di- 
stance du centre au point P aura pour mesure la valeur numérique du pro- 
duit 

a — b a -^ h ' 

cos cos • 

2 'À 

J'ajoute que ce produit sera positif ou négatif, suivant que le point M sera 

situé à droite ou à gauche du diamètre vertical. En effet, cos est positif 

ou négatif, suivant que le point N est situé par rapport à ce diamètre du 

côté droit ou du côté gauche, et cos- - est positif ou négatif; i)ar suite le 

produit 

a — h a -\' b 
cos cos 

2 2 

est de même signe que cos > ou de signe contraire, suivant que, chacun 



des arcs N\, NB étant inférieur ou supérieur à -> le point M se trouve 

situé du môme côté que le point N ou du côté opposé. Comme d'ailleurs la 
verticale qui passe par le point M renferme aussi le point P, il suit de la 
remarque précédente que la dislance du centre au point P, dans le cas môme 
où l'on a égard aux signes, peut être représentée par le produit 

a — b a -h b 
cos cos • 

2 2 

j . I .' ± cosa-+-cos^ . , 1 . ' . 1 r 

Ce produit el la quantité - ont donc le même signe, avec la même 

valeur numérique ; et l'on a, par conséquent, pour toutes les valeurs possibles 
des quantités a et />, 

, a — b a -^ b 

(q) cos a -H COS c; = 2 COS COS • 

vrr/ 2 2 

Si dans réfjuation (9) on remplace b par tt -h 6, on en tirera 

, V L . b — a . a-h b 

(10) cosa — coso ~ 2 sin sin • 

^ ^ 22 

De plus, si dans les équations (9) et (10) on substitue aux angles a et ^ leurs 
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compléments a, 6, on obtiendra les suivantes : 

^ 2 2 



1 sïna 



. , a — h . a -h h 
H- sin 6> = 2 cos sin 

2 2 

(") 

J. ., . a — b a -{- b 
f sina — sin6 = 2 sm cos 

\ 2 2 

Les formules (9), (10) et (11) une fois établies, on en déduira facilement un 
grand nombre d'autres. On trouvera, par exemple, 



(12) 



sina — sin/> _ tang{(a — b) 
sina -t- sin^ "" tangj(a -h b)^ 

cos6~ cos a 



(i3) 



(i4) 



i COSO — COSa / ^ . 1/ 1.x 

\ cos/>-f-cosa ^'^ "* 

i cos(a— 6) -+- cos(a -h A) =r 2C0sa cos6, 
( cos(a — b) — cos(a -4- 6) — 2 sina sin^, 

sin(a •+■ b) -\- sin(a — 6) ~ 2 sinacos^, 
sin (a -4- 6) — sin(a— ^) =:: 2 sin^cosa, 



i co8(aib 6) = cosacos6 J4= sina sin6, 
( sin(aih ^) = sina cos ^zt sin ^cosa, 

/ ^x / L_ -x tanffazttang6 

{i6) tang(a zhb) — — -p r--î:» 

° '^ I ::p langa tango 



('7) 



cos2a=z cos*a — sin*a =1 2C0S*a — 1 — i — 2 sin*a, 
sin2az=: 2sinacosa. 



Soient maintenant a, 6, c trois angles quelconques. On tirera de la pre- 
mière des formules (i3) 

( cos(a -h b -h c) -\- cos(b -h c — a) -h C0S(c -ha — b) -\- cos(a -h b — c) 
('8) 

f =: 4 COS a cos 6 COS c. 

Si dans la formule précédente, au lieu de a, b, c, on écrit {a, \b, Je, puis 
que Ton suppose 

(19) a -h b-h c^z-n, 
on trouvera 

(20) sina-f- sin 6 -h sinc=r 4 cos- cos- cos-- 
^ ' 222 
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Dans la même hypothèse, la formule (i6) donnera 

(21) langrt-f- tangos- tangc = tangatang^ lange. 

L'équation (20) devant subsister, ainsi que Téquation (19), lorsque Ton y 
remplace deux des angles a, 6, c par leurs suppléments, et qu'on change le 
signe du troisième, on en conclura 

. , . . , a . b , c 

sin^ -h smc — Hina =: 4 cos - sin - sin -» 

222 

, . . • . / • ^ b . c 

(22) { sine H- sma ~ smc> — 4 sin - cos - sin -> 
' ^ 222 

. , . , . a . b c 

sinn -h sm/> — sine := 4 sin - sm - cos- • 

222 

De ces dernières formules combinées entre elles et avec Téquation (20) on 
déduit les suivantes : 



(23) 



< 



_, (sma -h sinA -^ sine) (sm/> -4- sine — sin^r) 

cos'ia^- > — i . 

' 4^tn^sine 

. ,- (sine -+- sina — sin/>) (sina H- sin A — sine) 

sin*irt— —'/—/-. — 

4sin£^siiie 



Entin, si Ton imagine que a, 6, e désignent les trois angles d'un triangle, et 
que les côtés opposés soient respectivement A, B, C, six produits égaux 
deux à deux, savoir 

B sine = C sin ^, Csina — Asine, Asin6 = Bsina, 

représenteront les perpendiculaires abaissées des sommets sur les trois côtés. 
On aura, par suite, 

, ,, sinrï sin^ sine 

et les équations (28) deviendront 



cos'^a:^ — -7..\,- > 



,, (A-hBh-C)(Bh-C~A) 

4B(: 

(25) 

(C-4-A-B)(A-uB>-C) 

4B(: 



f sin*^a — 



De plus, en ayant égard aux formules (19) et (24), on tirera de la première 
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des équations (12) 

A — B 

(a6) langi(a — 6) = -r =5 col Je. 

Les formules (19), (a4), (26) el (26) suffisent pour déterminer trois des six 
éléments d'un triangle rectiligne, lorsque les trois autres éléments sont 
connus, et que cette détermination est possible. On peut remarquer en outre 
que les valeurs de cosa et de sina, déduites des équations (26) à l'aide des 
formules (17), sont respectivement 

BM-D-A» 

cosa= -^^ , 

(27) 1 , 

_ V^( A -4- B -h C) (B -4- C - A) (C + A — B) ( A H- B - C) 



sina = 



2BG 



La première de ces valeurs peut se tirer directement d'un théorème connu 
de Géométrie. Quant à la seconde, elle fournit le moyen d'exprimer la surface 
du triangle en fonction des trois côtés. En effet, cette surface, équivalente au 
produit de la base C par la moitié de la hauteur correspondante B sina, sera 

( 28 ) I BC si n a = i v^(A-+-Bh-C)(B-+-C-A)(C TÂT^B ViÀT-h B -If) . 
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NOTE II. 

SrR LES FOHMl'LES QVl IIÊSULTENT DE L'EMPLOI Dl' 8I0NE "- OV -:' , ET SUR LES MOYENNES 

ENTRE PLUSIEIRS QUANTITÉS. 



Soient a et h deux quantités inégales. Les deux formules 

serviront également à exprimer que la preuiiére quantité a surpasse la se- 
conde />, c'est-à-dire que la différence 

a- h 

est positive. En partant de ce principe, on établira facilement les proposi 
lions que je vais énoncer : 

Théorème I. — Si a, a\ a\ . . ., />, //, //', . . . représentent des quantités assit- 

» 
jetties aux conditions 

n > b, 
a : > b\ 



on aura aussi 

a -h a' -^ a" -h . . .> b -h h' -h 1/ -h 

démonstration, — En effet, lorsque les quantités 

a - b, a'—b\ a" — b% ... 

sont positives, on peut assurer que leur sonmie 

^/ -4- ût' 4- «" -h . . . — ( /> -h />' -f- // -H . . . ) 

Test pareillement. 

Théorè.me II. — Si A, A', A", . . ., H, B', B", . . . représentent des nombres 
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assujettis aux conditions 

A >B, 

A' > B', 

A''> B', 



on aura aussi 

•AA'A'...>BB'B'.... 

Démonstration. — En effet, chacune des différences 

A-B, A'-B', A'-B', ... 
étant positive par hypothèse, chacun des produits 

(A-B)A'A'...= AA'A'...— BA'A'..., 
B(A'-B')A»...=:BA'A'... — BB'A'..., 
BB'(A''-B')... = BB'A'...-BB'B'..., 

sera également positif, et par suite il en sera de même de leur somme 

AA'A'...-BB'B'.... 

Théorème III. — Soient a, b^ r trois quantités quelconques, et supposons 

a> b; 

on en conclura, si r est positi/y 

ra > rb, 

et, si r est négatifs 

ra < rb. 

Démonstration. — En effet, le produit 

r{a — b):= ra — rb 

sera positif dans le premier cas, et négatif dans le second. 
Corollaire. — Si, en supposant a et b positifs, on prend successivement 



on en conclura 



1 
r— -y 
a 


I 


b 
a 


*>■• 



On se trouve ainsi ramené à cette proposition, évidente par elle-même, 

OEuvret de C. — S. II, t. III. 4^ 
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cpi^une fraction est inférieure ou supérieure à Tunité, suivant que le plus 
^Tand de ses deux termes est le dénominateur ou le numérateur. 

Théorème IV, — Soient A et A' deux nombres qui satisfassent à la condi- 
tion 

A>A', 

et b une quantité quelconquet, On auta^ si b est positif, 

A" > A'S 

et, si b est négatifs 

A* < A'*. 

Démonstration. — En effet, le quotient -r-; éianl > i, la fraction 

A 






sera évidemment supérieure ou inférieure à Tunité, suivant que la quantité b 
sera positive ou négative. 

Théorèie V. — Désignons par A un nombre quelconque^ et soient 6, b' deux 
quantités assujetties à la condition 

b>b\ 

on en conclura, si A est ptiis grand que l* unité, 

A^ > A^', 
et, si A est inférieur à l'unité^ 

Démonstration. — En effet, la quantité b — b' étant positive, par hypothèse, 

la fraction 

A'' 

A'' 

sera évidemment supérieure où inférieure à Tunité, suivant que Ton aura 
A > 1 ou A < I. 

Théorèmk VI. — Soit L la caractéristique des logarithmes pris dans le sys- 
tème dont la base est A, et désignons par B, B' deux nombres assujettis à la 

condition 

B>B'. 

On aura, si A est plus grand que l'unité, 

lb>lb 
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et, si A est inférieur à l'unité, 

LB<LB'. 

Démonstration, — En effet, le logarithme 

L^, =LB-LB' 

D 

sera posiiifdans le premier cas, et négatif dans le second. 

Corollaire, — Si Ton se sert de la lettre / pour indkiuer les logarithmes 
népériens pris dans le système dont la base est 

(i) e = 2, 7182818. . . 

[Chapitre VI, § I, équation (5)], la condition 

B>B' 

entraînera toujours la formule 

/B>/B'. 

Aux théorèmes qui précèdent nous ajouterons le suivant, duquel on peut 
déduire plusieurs conséquences importantes. 

fl 

Théorème Vil. — Soit x une quantité quelconque. On aura 
(2) H-J?<e*, 

la lettre e désignant, à l'ordinaire, la base des logarithmes népériens. 

Démonstration, — Le second membre de la formule (2) restant toujours 
positif, le théorème énoncé sera évident par lui-même, si la quantité i 4- .r 
est négative. Il suffira donc d'examiner le cas où l'on suppose 

(3) I-+-J7>0. 

Or réquation ( 28 ) du Chapitre VI (§ IV ) donne, pour toutes les valeurs réelles 
possibles de x, 



I 1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5 

(4) 

X* I x\ Jo* f x\ 
= l-4-a7H (l-i-ôH 0-7 '-+- ~ -4-...; 
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et, comme les produits 






sont positifs, non seulement lorsque la quantité x est positive, mais aussi 
lorsque, étant négative, elle a une valeur numérique inférieure à Tunité, on 
tirera de Téquation (4)9 toutes les fois que la condition (3) sera remplie, 

Corollaire I. — SI, dans le cas où i -4- j: est positif, on prend les loga- 
rithmes népériens des deux membres de la formule (a), on obtiendra la sui- 
vante 

(5) /(i-hx)<x 

{voir le corollaire du théorème VI). Cotte dernière subsiste donc toutes les 
fois que son premier membre est réel. 

Corollaire IL — Soient x, /, c, ... plusieurs quantités assujetties aux con- 
ditions 

(6) i-+-vF>o, i-Hj>o, I-|-5>0, .... 

On aura, en vertu de la formule (2), 

i-hj:<e^, i-4-y<e^, l-h5<<*=, ..., 
et Ton en conclura (théorème 11) 

(7) (i-hJ")(i-4-7)(i-f-5)...<e'-^/-^='^-. 

Celte dernière formule subsiste donc toutes les fois que son premier membre 
ne renferme que des facteurs positifs. 

Corollaire IIL — Si dans le corollaire précédent on suppose 

x^zaix, j=:a'a', z-^a^ix"^ ..., 

a, a', a% . . . désignant des quantités positives, et a, a', a", . . . d*autres quan- 
tités respectivement supérieures à 



I I I 



» ? ' "" r» 
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la formule (7) deviendra 

(i -f- aa) (iH- a'a') (i -h a'a') . . .< e^^t+a'aVd-i-H-,.., 

Si de plus les quantités a, a\ a\ ... sont toutes inférieures à une cerlaine 
limite A, on aura (en vertu des théorèmes I et III) 

aa -h a! a! ->fa^ cf!* -\-, . .< A<a -^ «'-*- a'-*-. . .), 
et par suite on trouvera définitivement 

La formule (8) peut être employée avec avantage dans Tintégration par 
approximation des équations diiïérentlelies. 

Passons maintenant aux théorèmes sur les moyennes. Ainsi qu*on Ta déjà 
dit {Préliminaires, p. i4), on appelle moyenne entre plusieurs quantités don- 
nées une nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la plus grande de 
celles que Ton considère. D'après cette défînition, la quantité /* sera moyenne 
entre les deux quantités g^ k, ou entre plusieurs quantités parmi lesquelles 
Tune des deux qu*on vient de citer serait la plus grande et l'autre la plus 

petite^ si les deux différences 

g — h, h — k 

sont de même signe. Cela posé, si, pour désigner une moyenne entre les 
quantités a, a\ a', . . . , on emploie, comme dans les Préliminairea, la nota- 
tion 

M (a, a', a", . . .)♦ 

on établira sans peine les propositions suivantes : 

Théorème VIII. — Soient a, a\ a", . . ., A plusieurs quantités assujetties à la 
condition 

(9) /i = M(a, a', a', ...), 

et r une autre quantité entièrement arbitraire. On aura toujours 

(10) rh = M(r^, ra'y ra\ . . .). 

Démonstration, — En effet, désignons par g la plus grande, et par k la plus 
petite des quantités a, a\ a% Les deux différences 



rr 



- /i, A - ^ 
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seront positives, et par suite les produits 

ou, en d'autres termes, les deux différences 

rg — rhf rh — rk 

s 

seront de même signe. On aura donc 

rh=z M(rg, rA) 

et, à plus forte raison, 

r/i =; M ( /•«, ra\ ra\ . . . ), 

attendu (|ue /^r, rk sont nécessairement deux des produits 

ra, ra\ ra''^ .... 

TuÊORfcME IX. — Soient A, A', A", . . ., H plusieurs nombres qui satisfassent 
à la condition 

.(II) H = M(A,A\A%...), 

et b une quantité quelconque. On aura 

(1^) I^:r:M(A^A^A''^ ...). 

Démonstration, — En effet, soient G et K le plus grand et le plus petit des 
nombres A, A', A", .... Les différences 

G - H, II - K 

étant alors positives, on conclura du théorème IV que les suivantes 

G^ - \\\ II'' - K'^ 

sont de même signe. On aura donc 

H*=M(rAK") 

et, à plus Torte raison, 

H*=M(A*,A'*,A"'', ...). 

Corollaire. — Si l'on fait en parllculier b =. J, on trouvera 

v/n = M(v'Â,v/Â^, y/F, ...). 
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Théorème X. — Désignons par A un nombre quelconque, et soient b, b\ 
b", . . . , /i plusieurs quantités assujetties à la condition 

(i3) h-^}A{b,b\b\,..). 

On aura 

(i/ï) A'*=M(A^A^A*^:..). 

Démonstration. — Désignons par g la plus grande, et par k la plus petite 
fies quantités b, b\ b\ Les deux différences 

g — h, h — k 

étant alors positives, on conclura du théorème V que les suivantes 

A^-A'S A^-A^ 

sont de même signe. On aura donc 

A*=M(A^A*) = M(A*,A*',A*', ...)• 

Théorème XL — Soit L la car ac ter ùt tique des logarithmes dans le système 
dont la base est A, et désignons par B, B', B'', . . ., H plusieurs nombres assu- 
jettis à la condition 

(i5) H = M(B,B',B% ...). 

On aura, quel que soit A, 

(i6) LH = M(LB,LB',LB% ...). 

Démonstration. — En effet, supposons que l'on représente par (i le plus 

grand, et par K le plus petit des nombres B, B', B% Alors les deux 

fractions 

G H 

H' K 

étant supérieures à Tunité, les logarithmes 

G II 

ou, en d'autres termes, les différences 

LG-LH, LH-LK 
seront de môme signe. On aura donc 

LH = M(LG, LK) = M(LB, LB', LB", ...). 
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Théorème Xll. — Soient b, 6', M, . . . plusieurs quantités de même signe^ en 
nombre /i, et a, a\ a% ... des quantités quelconques en nombre égal à celui 
des premières. On aura 

, . rt H-a'-+- a'-+-. . . /a a' a" \ 

(■7) jr+b'+b'-,-...=^[b'-b"y"")' 

Démonstration, — Soit g la plus grande et A* la plus petite des quantités 



Les différences 



a 


a' 


a' 






V 


a 


b' 


> • • 
a 


» • • 


A' 


b 


et 


b " 
a' 


A, 


A' 


b' 
a' 


et 


b' 
a' 


k. 


A' 

• • • 


• • • 


et 


b" 

• • • • 


• • 






seront toutes positives. En multipliant les deux premières par 6, les deux 
suivantes par b\ etc., on obtiendra les produits 

gb — a et « — kb^ 
gb'^a' et a'—kb', 
gb"— a" et a"— kb\ 



(|ui seront tous de môme signe, aussi bien que les quantités 6, b\ b", Par 

suite, les sommes de ces deux espèces de produits, savoir 

gib-^ b'-hb"-^., .) — (aH-a'-h«''-4-...), 
a -^a^-+-a'-^.,, — k{b-{- b'-\- b"-^ .,.), 

et les quotients de ces sommes par b-h b'-\- b"-{-. , ., savoir 

a -h a' -h a" -4-, . , « -f- a' -f- a" -f- . . . 

seront encore des quantités de môme signe; d'où Ton conclura 

Tr:rbr~hr--- = M(„-, X ) = M(^^, ^. ^-,. . . . j 
[voir dans les Préliminaires le théorème 1 et la formule (6)]. 
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Corollaire l. — En supposant les quantités b, b', b', ... réduites à l'unité, 
on trouve 

(i8) lltJ!j±.f!±l^=M(a, «',«',...). 

n 

Le premier membre de la formule précédente est ce qu'on appelle la moyenne 
arithmétique entre les quantités a, a', a',~ 



a -4- a' -h fl*" -4- . . . a a' a" 



Corollaire IL — La moyenne entre plusieurs quantités égales se confondant 

* a a^ a^ 

avec chacune d'elles, si les fractions ^> p> -j-^y ••• deviennent égales, on 

aura 

ce qu'il est d'ailleurs facile de prouver directement. 

Corollaire III. — Si l'on désigne par a, a', a", ... de nouvelles quantités 
qui soient toutes de môme signe, on aura, en vertu de l'équation (17), 

aa-h «'a'-f- a'a'-h. . . __ ^/«a a' a' a' a' \ 
o,b + a'b''¥oL'b" + ,,, '^ \âb'Vb'' ol'O'" "J 

(20) ; 

Cette dernière formule suffit pour établir le théorème 111 des Préliminaires, 

Théorème XIII. — Soient A, A', A% . . ., B, B', B', ... deuœ suites de nom- 
bres pris à volonté ; et formons avec ces deux suites^ que nous supposerons 
renfermer chacune un nombre n de termes, les racines 

v^, Vâ', Vs^, .... 

On aura 

(Q.) "*'''*'"*-vaa'a'... = m(Ç'â. Va', "^T', . . .). 

Démonstration, — Les logarithmes des quantités 

V^aA/A\.., va, VA', vA', ... 
indiqués par la caractéristique /sont respectivement 

/Ah- /A' -4- /A^ -4-... ^ ^a; / a;; 

B-hB-HB"+... ' B' B'' B"' "' 

OFMurtê de 6*. — S. Il, t. lU. 4? 
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et l'équalion (17) rournit entre ces logarithmes la relation suivante : 

"ll + B -i-B'+... ^ 1,b' B' B' ' V 

Si maintenant on repasse des logarithmes aux nombres, ce qui est permis en 
vnrln du théorème X, on retrouvera la formule (31). 

Corollaire I. — En supposant les nombres B, B', B*. ... réduits à ruiiitt', 
on a simplement • 



v/TÂ-A": 



Le premier membre de la formule précédente est ce qu'on appelle la moyenne 
géométrique entre les nombres A, A', A', 

Corollaire It. — Si tailles les racines 

v^, 'i/T, Va'. ... 

deviennent égales, leur moyenne se confondra avec chacune d'elles. On aura 
donc alors 

(a3) "'"'"■■■"■VAA' A'.T: -: ^sfs.^'yx'- \fJJ- = ..., 

ce qu'il serait facile de prouver directement. 

La valeur numérique d'une moyenne entre plusieurs quantités données 
n'est pas toujours une moyenne cnlrc leurs valeurs numériques. Ainsi, par 
exemple, quoique — 1 soit une quantité moyenne entre — a et + 3, cepen- 
dant l'unité n'est pas une valeur moyenne entre a et 3. Parmi les diverses 
manières d'obtenir une moyenne entre les valeurs numériques de n quan- 
tités 



l'une des plus simples consiste à former d'abord la moyenne aritlmiéliqnc 
entre les carrés 



et à extraire ensuite la racine carrée du résultai. Kn opérant ainsi 
vera premièrement 



zM(«',a",«", ...), 
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puis, en ayant égard au corollaire du théorème IX, 

Or les quantités positives 

sja-y y/rt'*, y/a''*, ••• 

représentant précisément les valeurs numériques des quantités données 

a, a\ a" y . . . , 

il suit de la formule (24) qu*on obtiendra une moyenne entre ces valeurs, si 
!*on divise par s/n Texpression très simple 



\/a} -h a'» -+- a"» -h 

Celte expression, qui surpasse la plus grande des valeurs numériques dont il 
s*agit, est ce qu'on pourrait appeler le module du système des quantités a, 

a', a\ Le module du système de deux quantités a et 6 ne serait alors 

autre chose que le module même de Texpression imaginaire a-^bsj—i 
{voir le Chapitre VII, § II). Quoi qu'il en soit, les expressions réelles de la 
forme 

jouissent de propriétés très remarquables. Dans la Géométrie, elles servent 
à déterminer les longueurs mesurées en ligne droite, et les aires de surfaces 
planes, par le moyen de leurs projections orthogonales. En Algèbre, elles 
fournissent le sujet de plusieurs théorèmes importants, parmi lesquels je me 
conlenterai d'énoncer ceux qui suivent. 

Théorème XIV. — Si les fractions 

V b'' V 

sont égales, la valeur numérique de chacune d'elles sera exprimée par le rap- 
port 



V/a*-+-a'*-f-a''=»-+- 



'1 _i_ //i 



• • • 



sjb' 
en sorte qu'on aura 

(^^> b- b'^ b" sjb'^b'^-^b''*-^... 



> 



I t 
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le signe -h ou le signe — devant être adopté suivant que les fractions proposées 
sont positives ou négatives. 

Démonstration, — En effet, dans Thypollièse admise, les fractions 

seront égales, et Ton aura, en conséquence, 

A» "" //» ~ b'^ bt^b'^^b'^-^^, . . * 

En extrayant les racines carrées, on retrouvera la formule (aS). 

Théorème W. — Soient a, a', a', ... é/cs quantités quelconques, en nombre n. 

Si ces quantités ne sont pas toutes égales entre elles, la valeur numérique de 

la somme 

g -h a' -h a* -h . . . 

sera inférieure au produit 

sjn v/âM-a'*-+- a'*~h. . , ; 
en sorte qu*on aura 

(îi6) val. num.(a h- g'-h g^n-, . .) < yZ/i y/a*-h«'*-4- a'*-i-. . . . 

Démonstration. — En effet, si au carré de la somme 

g 4- a' -h a' -h . . . 

on ajoute les carrés des différences entre les quantités a, a\ a\ ... combi- 
nées deux à deux de toutes les manières possibles, savoir 

on trouvera 

( (g -^ g' -^ g* -h. ..)'-+- (a — a')* -H (g — g')' -h.. . -h (a'— «')*-+-.. . 
(27) ) 

( — n{a^-\- g'*-+- a'* -h. . .), 

et Ton en conclura 

(g-+-a'-h<?*4-.. .)'</! (a* -h a'* -h a"* -h . . .). 

En extrayant les racines carrées positives des deux membres de cette dernière 
formule, on obtiendra précisément la formule (26). 
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Corollaire. — Si Ton divise par n les deux membres de la formule (a6), on 
trouvera 



(28) val.num. < ; 

Ainsi la valeur numérique de la moyenne arithmétique entre plusieurs quan- 
tités a, a'^a", ... est inférieure au rapport 



qui représente, comme on Ta remarqué plus haut, une moyenne entre les va- 
leurs numériques de ces mêmes quantités. 

Scolie /. — Lorsque les quantités «, a', a\ ... deviennent égales, on a 
évidemment 

val. num.(a-+- a'n- a'-h. . .) =V^ v^a*-i- a'*-f- a^^H-. . . =: na. 

Scolie IL — - Si dans Téquation (27) on pose successivement /i=:2, nrrz3, ..., 
on en conclura 

/ (a -h a' )«-h {a - a' )«= a(a«4- a'»), 

(29) < (^ j^ a'-^ a'Y-\- (a — a'^-h {a - a')- H- (a'— a*)«= 3(a«H- a'*-+- a"»), 



TnÊORÈME XVI. — Soient a, a', a", . . ., a, a', a', ... deux suites de quan- 
tités^ et supposons que chacune de ces suites renferme un nombre^n de termes. 

Si les rapports 

a a' a' 

a a' oc 
ne sont pas tous égaux entre eux, la somme 

aoL -h a' a' 4- a''a'-^. . . 
sera inférieure au produit 

y/a* -H a" H- a'* -H... )Jot}-\- a'* 4- «'* + ... ; 
e/i 50/* ^e qu'on aura 

( val. num. (aa -h a' «'h- a' «'h-. . .) 
(3o) 1 [ 

< V^a« -h a'* -h a''» -h . . . y/a' -f- a'^-+- «"*-+- 
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Démonstration, — En effet, si au carré de la somme 

aa -^ a' od -h a' a" -^ . . . 

ou ajoute les numérateurs des fractions qui représentent les carrés des diffé- 
rences entre les rapports 

a a' a' 

~» ~' ~i> " • 

a a a 
combinés entre eux de toutes les manières possibles, savoir 

(ax'—a'<x)\ (rta'—a'a)-, ..., (a' ol' — a' <x' )\ ..., 

on trouvera 

, (aa-h a^<x'-h a'^a"-^ . . .y 
(3i) < -f-(aa' — a'a)'-+-(flra''— a'a)'-4-. . .-4- {a' x" — a" x' y -^ . . . 

( - (a^ ^ a'' -h a"' ^ . . .) («»H- «'» -h a"» 4- . . .), 
et l'on en conclura 

( a a -f- a' a' -h a" a" -h . . . )* < ( «• -^ a'* -H «"* -H . . . ) ( a' ■+- a'* -^- «"* -^- • • • ) • 

En extrayant les racines carrées des deux membres de cetle dernière formule, 
on obtiendra précisément la formule (3o). 

Corollaire. — Si Ton divise par /i les deux membres de la formule (3o), on 

trouvera 

I' , aa -h a'(x'-h a''tx''-h, . . 
val.num. 

(3q) . ^__ 

y/a* -h q^^4-fl^*-f-. . . v/«^-^ «^»H- «'^*-i-. . . 

^^n sjn 

Ainsi la moyenne arithmétique entre les produits 

a a, a' a', a" a', ... 

a une valeur numérique inférieure au produit de deux rapports qui représen 
tent des moyennes entre les valeurs numériques des deux espèces de quan- 
tités comprises dans les deux suites 

a, a', a" y . . . , 

oc, oc , 0C , .... 
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Scolie 1. — Lorsque les rapports 



a a' a' 

— > — } ) — - > 

a « or 



deviennent égaux, on lire de la formule (3i) 

(a« -h a'oL'^ a^a'-^., .y— (a»-h a'«-h a'-4--. . .) («*-t- a'* -4- a"* -^ . . .)» 

et, par suite, 

val. num.(aa -h a! ol^ -\- a" «'-+-. . .) 

Il serait facile d'arriver directement au même résultat. 
Scolie II. — Si dans la formule (3i) on pose successivement 

/l z=z 2, /i =z 3, . . ., 

on en conclura 



f^'M 



(33) ' (^* "•" «'«'+«'«")'■+- («a'— a'a)«-f- (aa''— a'oc y -h {a' a"— a" a') 
1 rr (a» -h a'» -h a"*) (a»-f- a'»4- a'*)» 
1 

La première des équations précédentes s'accorde avec l'équation (8) du Cha- 
pitre VII (§ I). La seconde peut s'écrire ainsi qu'il suit 

( iaoL'— a'oLY-^ (aa"— a' aV -^ {a' oc" — a" a' y 

(34) 

( = {a^ ^ a'^ -\- a"^) (a* -4- Jt'*-h a"*) — (aa -h a'a'n- a'x'y, 

et sous cette forme elle peut être employée avec avantage dans la théorie des 
rayons de courbure des courbes tracées sur des surfaces quelconques, ainsi 
que dans plusieurs questions de Mécanique. 

Nous terminerons cette Noie par la démonstration d'un théorème digne de 
remarque, auquel on se trouve conduit en comparant la moyenne géomé- 
trique entre plusieurs nombres avec leur moyenne arithméiique. Voici en 
quoi il consiste : 

Théorème XVU. — La moyenne géométrique entre plusieurs nombres A, B, 
C, D, ... est toujours inférieure à leur moyenne arithmétique. 
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Démonstration. — Soit n le nombre des lettres A, B, C, D, .... Il suffira 
de prouver qu'on a généralement 

( 35 ) '(/ÂiBCUTT. < A-t-B + C + D+ .^. 

ou, co qui revient au même, 

(36) ABCD...<(^-tl:tiL±»:tl^V 

Or, en premier lieu, on aura évidemment, pour /i = a, 

• .„=(i±.»)'_(^)-<(i^»y. 

et l'on on conclura, en prenant successivement /i = 4» /i = 8, . . ., enfin /i — a**, 
ABCD < (i-^B)'(£±i>)'< (A±LB_^_Ç:tDy, 



ABCDEFGH < 



A -H B -4- C -+- D\» /E 4- F + G + H\* 



4 



y/ E-t-F+G + H V 



A-hB-HC+I) + E + F-4-G-t-H\ 



S 



<1 3 J, 



/a N Aurn ^ / A -t- B -+- C -4- !) -h. . A*"" 

(37) ABCD...<( -^^^ J . 

En second lieu, si n n'est pas un terme de la progression géométrique 

2, 4» 8, i6, ..., 

on désignera par 2"» un terme de cette progression supérieure à /i, et Ton 

fera 

A + B-f-C-h!)-^.. 



K- 



/i 



puis, en revenante la formule (37), et supposant dans le premier membre 
(le celte formule les 2*^ — /i derniers facteurs égaux à K, on trouvera 



ABCD 



, K:>».-«^r ^-<-B-^^-^'>-^ •-^(^^-^O'^ l 



ou, en d'autres termes, 

ABCD...K»•"-»<K*^ 
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On aura donc par suite 

ABCi).,.<K.=(*i»iijii±^)-, 

ce qu'il fallaîl démontrer. 

Corollaire. — On conclut généralement de la formule (36) 
(38) A + B+C-hD + ...>nv'ABCD,.., 
quel que soil le nombre des lettres A, B, C, I>, Ainsi, par exemple, 

: A+B>av'ÂU, 

'^9* ■, A-!-B-i-C>3v''ÂÏÏC, 
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NOTE III. 



SUR LA nESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS. 



Résoudre numérir/uement une ou plusieurs équations» c'est trouver les 
valeurs en nombres des inconnues qu'elles renferment; ce qui exige évi- 
demment que les constantes comprises dans les équations dont il s*agit 
soient elles-mêmes réduites en nombres. Nous nous occuperons seulement 
ici des équations qui renferment une inconnue, et nous commencerons par 
établir, à leur égard, les théorèmes suivants. 

Tbêorème I. — Soil f{x) une fonction réelle de la variable jt, qui demeure 
continue par rapport à cette variable entre les limites .r — Xq^ ^ =: X. Si les 
deux quantités /(Xq)^ /(^) ^^^^ ^^ signes contraires, on pourra satisfaire à 
l'équation 

(') f{^) = o 

par une ou plusieurs valeurs réelles de x comprises entre Xq et X. 

Démonstration. — Soit Xq la plus petite des deux quantités Xq^ X. Faisons 

X — Xy=: /i, 

et désignons par m un nombre entier quelconque supérieur à Tunité. Comme 
des deux quantités /(j^o)» /(X), Tune est positive, l'autre négative, si Ton 
forme la suite 

et que, dans cette suite, on compare successivement le premier terme avec 
le second, le second avec le troisième, le troisième avec le quatrième, etc., 
on finira nécessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con- 
sécutifs qui seront de signes contraires. Soient 



^ 

( 
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deux termes de celte espèce, j?, étant la plus petite des deux valeurs corres- 
pondantes de X. On aura évidemment 

vTo < ^t < ^' < X 

et 

m m 

Ayant déterminé x^ et X' comme on vient de le dire, on pourra de même, 
entre ces deux nouvelles valeurs de x^ en placer deux autres jtj, X" qui, sub- 
stituées dans/(^), donnent des résultats de signes contraires, et qui soient 
propres à vérifier les conditions 

^i<^î<X'<X', 

m m} 

En continuant ainsi, on obtiendra : i® une série de valeurs croissantes de x^ 
savoir 



. . . , 



(2) X^y J7|, J7j, 

2" une série de valeurs décroissantes 

(3) X, X , X , . . . , 

qui, surpassant les premières de quantités respectivement égales aux pro- 
duits 

IX(X — J:-o)» — X(X — Xo), — rX(X— Xo), ..., 

finiront par différer de ces premières valeurs aussi peu que Ton voudra. 
On doit en conclure que les termes généraux des séries (2) et (3) converge- 
ront vers une limite commune. Soit a cette limite. Puisque la fonction /(.r) 
reste continue depuis x :=:xq jusqu'à x = \y les termes généraux des séries 
suivantes 

/(•2^o), /(^i), /(^î), .... 

/(X), /(X'), /(X"), ... 

convergeront également vers la limite commune /(a); et, comme en s*ap- 
prochant de cette limite ils resteront toujours de signes contraires, il est clair 
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que la quantité /(a), nécessairement finie, ne pourra différer de zéro. Par 
conséquent on vérifiera Féquation 

(0 /(^)^o, 

en attribuant à la variable t la valeur particulière a comprise entre Xq et X. 
En d'autres termes, 

(i) ^-^ 

sera une racine de Téquation (i). 
Scolie /. — Si, après avoir poussé les séries (î) et (3) jusqu'aux termes 

jr^ et X^''^ 

(n désignant un nombre entier ((uelconque), on prend la demi-somme de ces 
deux termes pour valeur approchée de la racine a, Terreur commise sera plus 
petite que leur demi-différence, savoir 

I X - .ro 



51 /;* 



n 



Comme cette dernière expression décroît indéfiniment à mesure que n auj?- 
mente, il en résulte que, en calculant un nombre suffisant de termes des 
deux séries, on finira par obtenir de la racine a des valeurs aussi approchées 
que Ton voudra. 

Scolie II, — S'il existe entre les limites vTo, X plusieurs racines réelles de 
Téqualion (i), la méthode précédente en fera connaître une partie, et quel- 
quefois môme les fournira toutes. Alors on trouvera pour x^ et X', ou bien 
pour x^ et \\ . . . plusieurs systèmes de valeurs qui jouiront des mêmes 
propriétés. 

Scolie ///. — Si la fonction f(x) est constamment croissante ou constam- 
ment décroissante depuis x^^x^ jusqu'à x — X, il n'existera entre ces limites 
qu'une seule valeur de x propre à vérifier l'équation (i). 

Corollaire I. — Si l'équation (i) n'a pas de racines réelles comprises entre 
les limites x^^ X, les deux quantités 

/(^o). AX) 
seront de même signe. 
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Corollaire II. — Si, dans l'énoncé du théorème I, on remplace la fonc- 
tion f{x) par 

(b désignant une quantité constante), on obtiendra précisément le théo- 
rème IVdu Chapitre II (§ II). Dans la même hypothèse, en suivant la méthode 
ci-dessus indiquée, on déterminera numériquement les racines de l'équation 

(5) f{x)T-^b 

comprises entre x» et X. 

Nola. — Lorsque l'équation (i) a plusieurs racines comprises entre x^ 
et X, en calculant les séries (a) et (3), on n'est pas toujours assuré d'ob- 
tenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s'agit. Mais on peut 
arriver à ce but en suivant une autre méthode dont M. Legendre a fait usage 
dans le Supplément à la Tliéorie des nombres. Cette seconde méthode se 
déduit immédiatement des deux théorèmes que je vais énoncer. 

ToËORtME II. — Supposons, comme dans te théorème I, que la fonction f(j:) 
reste continue depuis x^Xg jusqu'à x=z\ {\ étant supérieur à :f„), et dési- 
gnons par lo(x'), x(x) deux fonctions auxiliaires, également continues dans 
l'intervalle dont il s'agit, mai'! de plus assujetties : i" à croître constamment 
avec X dans cet intervalle: n" à fournir pour la différence 

une expression variable gui, d'abord négatii-e lorsqu'on attribue à x ta 
valeur particulière x^, demeure toujours égale (au signe près) à f{x). Si 
l'équation 

(0 f{x)-^o 

a une ou plusieurs racines réelles comprises entre x„ et X, les valeurs de x 
représentées par 

((>) x^, x„ Xt, x„ ..., 

cl déduites les unes des autres par le moyen des formules 

(7) o(.r,)=xC-^«). ?(■'■,) ^Z{^.), ?(x,)--^z(-^i). 

composeront une série de quantités croissantes dont le terme générai conver- 
gera vers la plus petite de cet racines. Si. au contraire, l'équation (i) n'a 
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/KM de racines réelles comprises entre x,, ei X , le terme général tle la série ( 6 ) 

finira par surpasser X. 

Démonstration. — Admettons en premier lieu que l'équation /{x) —o aW 
une ou plusieurs racines réelles comprises entre les limites o-g, X; et dési- 
gnons par a la plus petite de ces racines. On vérifiera l'équation dont il s'agit 
ou, ce qui revient au même, la suivante 

(0 Çi-r) — x(-^) ~o. 

en prenant j- - n; et l'on aura en conséquence 

(8) ç(«) = x(")-^ 

De plus, la fonction x(^) <^iant constamment croissante avec r depuis 
j; — jT, jusqu'à j- = X, et a surpassant x^, l'on aura encore 

En combinant les deux dernières formules avec la première des équations (7), 

savoir 

y,(ar,) ^- y{.r,), 

on en conclura 
et, par suite, 

De même, en combinant les trois formules 

dont la seconde se déduit tnimédiatcmcnl de la formule (9), on trouvera 

<'l, par suite, 

(10) «>J-,. 

En continuant ainsi, on s'assurera que tous les termes de la série (6) sont 
inférieurs à la racine a. J'ajoute que ces différents termes composeront une 
suite de quantités croissantes; ei, en effet, puisque la différence 
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esl nég'ative par hypothèse pour x — x„, on aura 

inaisy(jr„) = o(^,)! donc 

<?{.r.)<9(^,). 

(M) :r.<x,. 

Ue plus, x, étant compris entre x^ et a, aucune racine réelle de l'équation 

ne se trouvera renfermée entre les limites x^, x, ; et par conséquent (voi> le 
théorème I, corollaire I) 

seront des quantités dé même signe, c'esl-il-dire toutes deux négatives. On 
aura donc 

»(x,)<x(x,) 

et, par suite, à cause de x^^^ ) — ?(-^i)i 

o(x,)<?(x,). 
(l'i) X|<x,: 

etc. Donc enfin les quantités 



formeront une série dont le terme général x„, croissant constamment avec n 
sans pouvoir jamais surpasser la racine a, convergera nécessairement vers 
une limite égale ou inTérieure à cette racine. Nommons / cette limite. Comme, 
en vertu des équations (7), on a, quel que soit n, 

on en conclura, en faisant croître n indéfiniment, et passant aux limites, 

(l3) (p(/)r-_;t(/}. 

La quantité /sera donc elle-même une racine de l'équation (1); et, puisque 
cette quantité sera plus grande que x^, sans être supérieure à la racine a, on 
aura évidemment 
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Admettons, en second lieu, que Téquation (i) n'ait pas de racines réelles 
comprises entre x^ et X. On prouvera encore dans cette hypothèse que le 
terme général Xn de la série (6) croît constamment avec /i, du moins tant 
que ce terme reste inférieur à X. En effet, tant que cette condition sera rem- 
plie, la différence 

sera (théorème I, corollaire 1) de même signe que 

c'est-à-dire négative et, par suite, on établira comme ci-dessus les for- 
mules (il), (i2), .... De plus, Xn ne pourra converger vers une limite flxe / 
inférieure à X, puisque l'existence de cette limite entraînerait évidemment 
l'équation (i3), et par suite l'existence d'une racine réelle comprise entre x^ 
et X. Donc il faudra nécessairement, dans l'hypothèse admise, que la valeur 
de Xn finisse par surpasser la limite X. 

Corollaire I. — Les conditions auxquelles les fonctions auxiliaires 9(x), 

X{^) sont assujetties dans l'énoncé du théorème II peuvent être remplies 

d'une infinité de manières. Mais, parmi le nombre infini des valeurs que l'on 

peut attribuer à la fonction <^(x), il importe d'en choisir une qui permette 

de résoudre facilement les équations (7), c'est-à-dire, en général, toute 

équation de la forme 

9(x) ^ const. 

La valeur de 9(^) étant choisie, comme on vient de le dire, on calculera 
sans peine les différents termes de la série (6), et il suffira de chercher la 
limite vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus petite des racines de 
l'équation (i) comprises entre xq et X. Si ces mêmes termes finissent par 
surpasser X, l'équation (i) n'aura pas de racine réelle dans l'intervalle de x© 
àX. 

Corollaire //. — Si Ton prend 

x^mo, 

et si, de plus, l'équation (i) admet des racines positives, les quantités j?», 
Xj, ... seront toutes inférieures à la plus petite racine de cette espèce, et en 
fourniront des valeurs de plus en plus approchées. 

Théorème IH. -- SupposonSf comme dans le théorème /, que la fonction /(x) 
demeure continue depuis x z= x^ jusqu'à x =^ X (X étant supérieur à Xq), et 
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désignons par 9(^), x(^) ^^^^ fonctions auxiliaires également continues 
dans V intervalle dont il s agit, mais de plus assujetties : \^ à croître constant^ 
ment avec x dans cet intervalle; q° à fournir pour la différence 

une expression variable qui devienne positive lorsqu*on attribue à x la valeur 
particulière X, et demeure toujours égale, au signe près, à /(^). Si Véqiui'- 
tion 

(I) /(^) = o 

a une ou plusieurs racines réelles comprises entre x^ et X, les valeurs de x 
représentées par 

et déduites les unes des autres par le moyen des formules 

(.6) <?(X')=x(X), <p(X') = x(X'). 9(X»)=x(X'), ... 

composeront une série de quantités décroissantes dont le terme général con- 
vergera vers la plus grande de ces racines. Si au contraire V équation (i) n'a 
pas de racines réelles comprises entre Xq et X, le terme général de la série ( 1 5 ) 
finira par s'abaisser au-dessous de Xq. 

La démonstration de ce troisième théorème est tellement semblable à 
celle du second que, pour abréger, nous nous dispenserons de la rapporter 
ici. 

Corollaire L — Parmi le nombre infini de valeurs qu'on peut attribuer à 
la fonction 9(^) de manière à remplir les conditions exigées, il importe d*en 
choisir une qui permette de résoudre facilement les équations (i6), c*est- 
à-dire, en général, toute équation de la forme 

o(vr) = const. 

La valeur de 9(^) étant choisie comme on vient de le dire, on calculera sans 
peine les différents termes de la série (i5), et il suffira de chercher la limite 
vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de l'équa- 
tion (i) comprises entre x^ et X. Si ces mêmes termes finissent par s'abaisser 
au-dessous de x^^ l'équation (i) n'aura pas de racine réelle dans l'intervalle 
de x^ à X. 

Œuvre* de C, — S. Il, l. I|I. 4v) 
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Corollaire IL — Si, Téquation (i) ayant des racines posilives, X surpasse 
la plus grande racine de cette espèce, les quantités X', X', . . . resteront 
toutes supérieures à cette même racine et en fourniront des valeurs de plus 
en plus approchées. 

Scolie I, — Si Téquation (i) n'a qu'une seule racine réelle a comprise 
(Mitre ^0 et X, les termes généraux des séries (6) et (i5), dont la première 
est croissante et la seconde décroissante, convergeront vers une limite com- 
mune égale à cette racine. Alors, si l'on prolonge ces séries jusqu'aux termes 

x^ et X'^J, 

puis que l'on prenne la demi-somme de ces deux termes pour valeur appro- 
chée de la racine a, l'erreur commise sera plus petite que 



Scolie II. — Pour montrer une application des principes que nous venons 
d'établir, considérons en particulier l'équation 

(17) x"*— Aj.r'"-'— A,x"*-' — . . .— Aw_|j^ — A;„=:o, 

m désignant un nombre entier quelconque, et 

des quantités positives ou nulles. Comme le premier membre de cette équa* 
lion est négatif pour »r = o et positif pour de très grandes valeurs de x, il en 
résulte qu'elle a au moins une racine positive et finie. De plus, cette même 
équation, ne différant pas de la suivante 

A| At V„i_| A/n 



X X* J7''*-* vT'" 



dont le second membre reste invariable, tandis que le premier décroît con- 
stamment pour des valeurs posilives et croissantes de x, n'admettra évidem- 
ment qu'une seule racine réelle et positive. Soient a cette racine et A le plus 
grand des nombres 

enfin, désignons à l'ordinaire une moyenne entre ces nombres par la nota- 
tion 



NOTE ni. 387 

On tirera de l'équalion (17), en y faisant J7 = ûr, puis ayant égard à la for- 
mule (11) des Préliminaires, 



m 



r= (ût'«-» 4- a'«-*-+- . . . -+- ûf -h I) M ( A„ A„ . . . , A,n-i, A;,,) 
a"* — I a'" — I 

^ ~z — r^'(^«»^î' • • •> A,„-,, A,rt)< A— — - 

a — 1 a — I 

el, par suite, 

a — Kk — -— <A, 
a"* 

(18) a<A-4-i. 

Par conséquent la racine positive de Téqualion (17) sera comprise entre les 
limites o et A -f- 1. D*un autre côté, comme, en désignant par 

X^a""" et A, a"»-' 

le plus petit et le plus grand des termes renfermés dans le polynôme 

A, a'"-* -f- A,a'"-* -+-... -t- A;„-, a h- A,„, 

et par n=m\e nombre de ceux qui diffèrent de zéro, on aura évidemment 

a"»>/lAra'"-^ 

•a'"< /lA^a'"-* 

et, par suite, 

1 

aXnXrf, 

a<(nXsYy 

il est clair que la racine a sera comprise entre le plus petit et le plu^ grand 
des nombres 

i t 1 

(19) ^^i* (/'A,)S (nXi)\ ..., (nX,nY". 

Enfin, puisque, en vertu du théorème I (corollaire I), le premier membre de 
Téquaiion (17) restera négatif depuis a:z=zo jusqu'à xz=a, et positif depuis 
x=za jusqu'à a: = 00, il en résulte qu'on pourra choisir encore pour limite 
inférieure de la racine a le plus grand des nombres entiers qui rendent néga- 
tive l'expression 

( 20 ) x"' — Al ^'"-* — Aj or"»-' — . . . — A,rt_ , ^- — A„„ 
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et pour limite supérieure le plus petit de ceux qui la rendent positive. Soient 
maintenant 

les deux limites inférieure et supérieure calculées d'après Tune des règles 
que nous venons d'indiquer. Si l'on fait, en outre, 

(ai) o(x) = jc'", x(jr)=:Ai^'"-*-h A5X'«-*-h...-i- A^i-i^-H- A«, 

les théorèmes II et 111 seront applicables à Téquation (17); et comme, dans 

celte hypothèse, chacune des équations (7) ou (16) se trouvera réduile à la 

forme 

j?"»= consl., 

il deviendra facile de calculer les quantités comprises dans les deux séries 

XV' "V" Y* 

•^0» «^If *^lf *^Jf • • •» 

dont les termes généraux seront les valeurs approchées en plus et en moins 
de la racine a. 

Scolie IIL — Considérons encore Téqualion 
( 2a) .r"' ■+- Ai.r"*-» -h A,x"»-*-h ... -h A;„-,^ — A,,, — o, 

m désignant toujours un nombre entier, et 

Al, Aj, ••«, A//i_|, A/n 

des quantités positives ou nulles, dont la plus grande soit égale à A. En pre- 
nant - pour inconnue, on pourra présenter cette équation sous la forme sui- 



vante 



<-. (ir--.T(r'-- 






qui est pareille à celle de Téquation (17). On en conclura que Téquation (2a) 
admet une seule racine positive inférieure au quotient 

h I 



m 
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et que cette racine est comprise, non seulement entre la plus petite et la plus 
grande des quantités 



1 t _JL. 1 






m 



n^m représentant le nombre des termes variables renfermés dans le pre- 
mier membre de Téquation (22), mais aussi entre le plus grand des nombres 
entiers qui rendent négative Texpression 

(36) x'^-h A,cr"*-*4- A,x'"--4-. ..-f- A;„_iwC — A,,|, 

et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Après avoir fixé, d'après ces 
remarques, 'deux limites en plus et en moins de la racine en question, il 
suffira, pour en approcher davantage, d'appliquer les théorèmes II et III à 

réquation (28), en y regardant — comme Tinconnue qu*il s'agit de déter- 

miner. 

ScoUe IV, — Si réquation (i) avait deux racines réelles comprises entre jcq 
et X, mais extrêmement rapprochées Tune de l'autre, les termes généraux 
des séries (6) et (i5) paraîtraient au premier abord converger vers la même 
limite, et l'on pourrait prolonger Iqngtemps les deux séries avant de s'aperce- 
voir de la différence entre les limites vers lesquelles ils convergent effective- 
ment. La même remarque est applicable aux séries (2) et (3). Par consé- 
quent les méthodes de résolution fondées uniquement sur le théorème I ou 
bien sur les théorèmes II et III ne sont pas propres à faire connaître, dans 
tous les cas, le nombre des racines réelles d'une équation numérique; mais 
elles fourniront toujours des valeurs aussi approchées que Ton voudra de 
toute racine réelle qui se trouvera seule comprise entre deux limites don- 
nées. 

Dans le cas particulier où l'équation numérique que Ton considère a pour 
premier membre une fonction réelle et entière de la variable Xy on peut 
tout à la fois, ainsi que M. Lagrange l'a fait voir, déterminer le nombre des 
racines réelles et calculer leurs valeurs approchées. Pour atteindre facile- 
ment ce but, il convient de réduire d'abord Téquation proposée à n'avoir que 
des racines inégales, en opérant comme il suit. 

Soit 

(27) F(a) = o 

l'équation donnée. Désignons par a, 6, c, . . . ses diverses racines réelles ou 
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imaginaires, et par m le degré de son premier membre, dans lequel noas 
supposerons le coeitlcient de la pins haute puissance de a^ réduit à l'unité. 
Enfin, soient m' le nombre des racines égales à a, m' le nombre des racines 
égales à b, m' le nombre des racines égales à c, On aura 



On en conclura, en désignant par = une nouvelle variable. 

Si maintenant on Tait 

(30 F(x+î)=.F(x)-t-;F,(.r) + =»F.(x)+..., 

et que l'on développe les expressions 

(-^r {■-^r, (-r^r. - 

suivant les puissances ascendantes de s, l'équation (3o) deviendra 



F,(.r) , f,(^l 



■)(-^ = -.)(-:^--> 



puis, en égalant de pari et (l'autre les coefTicienls de la première puissance 
de ;, on trouvera 

K l J- ) ~ a' — « u — ù j.' — f 

^ m'(T-b)(. r-.e)...-*-m'(.r~a )(.r-c).. . -t- m'{.r-a){.r ^fcl^ . ^ 
{^~a){^--ù){j.--c)... 

(fournie la formule précédente a pour dernier membre une fraction algé- 
brique évidemment irréductible, il en résulte qu'il suffit do diviser le pre- 
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mier membre F(vr) de Téquation (27) par le plus grand commun diviseur 
des deux polynômes ¥{x), F,(x) pour ramener celte équation à la suivante 

(33) (j? — «)(j:* — 6) (vT — c)...= 0, 

()ui n'a plus que des racines inégales. 

Nous ne nous arrêterons pas à faire voir comment on pourrait déduire des 
mêmes principes diverses équations dont les racines, toutes inégales entre 
elles, seraient équivalentes, tantôt aux racines simples, tantôt aux racines 
doubles, tantôt aux racines triples, etc. de la proposée. Nous ajouterons seu- 
lement ici quelques remarques relatives au cas où Ton suppose immédiate- 
ment toutes les racines de Téqualion (27) inégales entre elles. Chacun des 
nombres m', m", m', ... se réduisant alors à Tunité, on tire la formule (32) 

( 34 ) F| (ju) = (a: -- ^) (j? — c) . . . -h (vT — a) (.r — c) . . . -I- (a: — a) (ar — ^) . . . H- . . . , 

et, par suite, 

F,(a)=:(a — 6)(a — c)..., 

(3o) l 

F,(c) =(c — a)(c — 6) .... 



m ' m — I) 



(36) F,(a)F,(^) F,(c)...= (— i) * (a — 6)»(a — c)-. . .(6 - c)«. . . . 

Ainsi, dans Thypothése admise, le produit des carrés des différences entre 
les racines de Téquation (27) sera équivalent, abstraction faite du signe, au 

produit 

F,(a)F,(6)F»(c)..., 

et par conséquent au dernier terme de l'équation en z que fournit Télimina- 
tion de x entre les deux suivantes 

(37) F(x)nzo, z — Ft(x) = o; 

de sorte que, en appelant H la valeur numérique de ce dernier terme, ou 
aura 

(38) (a — 6)«(a — c)»...(6 — c)«... = ±H. 

Dans la même hypothèse, les valeurs de Fi(a), Fi(6), ... données par les 
formules (35) n'étant jamais nulles, si Ton désigne par a une racine réelle de 
l'équation (27), il suffira d'attribuer au nombre a des valeurs très petites pour 
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les cleuï 


quantités 














P(o + 


«)= « 


f,(« 


+ .. 


K,(») 






K(o- 


«)=-.. 


F, (a 


+ . 


F,(<.) 



soient de signeti coniraires. De plus, si l'on représente par Xg, \ deux limites 
inférieure et supérieure entre lesquelles la seule racine réelle a se trouve 
comprise, en vertu du théorème I (corollaire I), F(X) sera de même signe 
quo F(a -h a), F( x„) de mdme signe que F(rt — st), et par suite les deux 
quantités 

F(jr.), F(X) 

seront de signes contraires. 

Lorsque l'équation (27) n'a pas de racines égales, uu qu'elle a été débar- 
rassée de celles qu'elle pouvait avoir, il devient facile de déterminer pour 
cette équation, non seulement deux limites entre lesquelles toutes les racines 
réelles se trouvent renfermées, mais encore une suite de quantités qui, prises 
deux à deux, servent de limites respectives aux dilTérentes racines de cette 
espèce, et enfin les valeurs aussi approchées que l'on voudra de ces mêmes 
racines. C'est ce que nous allons établir, en résolvant l'un après l'autre les 
trois problèmes suivants- 

pROBLtaE 1. — Déterminer deuj: lûniles entre lesquelles toutes les racines 
réelles de l'équation 



Solution. F(j-) étant par hypothèse un polynôme réel, du degré m par 
rapport à x, et dans lequel la plus haute puissance de jt a pour coefficient 
l'unité, si l'on désigne les coefficients successifs des puissances inférieures 

par 

a,. f7„ ..., rt,,,.,, a„,. 

et les valeurs numériques de ces mêmes coefficients par 

A„ A,. ..., A„_., A,„, 
un aura identiquement 



(39) 



I F(x) = x''+a,j-"- 
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Soil maintenant k un nombre supérieur à la racine positive unique de Téqua- 
tion (17) (théorème III» scolie II). Le polynôme (20) sera positif toutes les 
fois qu'on supposera x^k. Par suite, il suffira d'attribuer à x une valeur nu- 
mérique plus grande que le nombre A-, pour que la somme des valeurs numé- 
riques des termes 

devienne inférieure à la valeur numérique de ^"». Il en résulte que le premier 

membre de l'équation (27) ne pourra jamais s'évanouir, tant que la valeur de 

X sera située hors des limites 

— k, -h k. 

Donc toutes les racines positives ou négatives de l'équation (27) seront com- 
prises entre ces mêmes limites. 

Scolie I, — Le nombre k étant assujetti à la seule condition de surpasser 
la racine positive de l'équation (17), on peut le supposer égal soit à la plus 
grande des expressions (19), soit'au plus petit des nombres entiers qui, sub- 
stitués à la place de x dans le polynôme (20), donnent un résultat positif. 

Scolie IL — On peut aisément s'assurei* que le nombre A:, déterminé 
comme on vient de le dire, est supérieur, non seulement aux valeurs numé- 
riques des racines réelles de l'équation (27), mais encore aux modules de 
toutes les racines imaginaires. En effet, soit 

x:= rÇcost -4- v^— I sin^) 

une semblable racine. On aura en même temps les deux équations réelles 



(4o) 



. ^ /•"•cosm/ ih AiT'""' cos(m — i)/ 



I 



i Atr"'~'cos(»« — 2)t±. . .±A„-,rco%t±:\„ = o, 



\ 



(il) 



( r"* sinm^ ± Air"*-' iiin(/M — i )t 



\ 



± A,r'"-- sin(m — 2)/ ±:. . .di A,n-|/* sin/ 



= 0; 



ol, en ajoutant la première équation multipliée par cosmt à la seconde mu! 
lipliée par sin/w^, on en conclura 



(42) 



\ /"'dr A, /•'"-* cos^ 

I ih A,r'"-'cos2/ d:. . .± A,rt^,rcos(/w — i)^it: A,,, cos/n^ m o. 



Or il est clair qu'on ne saurait satisfaire à cette dernière équation en suppo- 

OEuvres de C, — S. Il, t. ni. 5o 
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sanl r > X% puisque dans celle hypolhèse la valeur numéric|ae de /'" surpasse 
la somme des valeurs numériques des lermes 

el à plus forle raison la somme des valeurs numériques que ces mêmes lermes 
acquièrenl lorsqu'on les mulliplie par des cosinus. 

ScoUe III, — En comparant avec le polynôme (3G) Jes i)rcmiers membres 
(les équalions (îij) el (4o)> on prouverait facilement que, si Ton désigne par 
f; un nombre inférieur à la racine positive unique de l'équation (-^2), ^ sera 
une limite inférieure, non seulement aux valeurs numériques de toutes les 
racines réelles de Téquation (27), mais encore aux modules de loules les 
racines iniaginaires. C'est ce qui arrivera, par exemple, si Ton prend pour jjir 
la plus petite des expressions (25), ou le plus grand des nombres entiers qui, 
substitués à la place de x dans le polynôme (26), donnent un résultat négatif. 
Le nombre g élanl déterminé comme on vient de le dire, toutes les racines 
|)osilives de l'équation (27) se trouveront comprises entre les limites 

et les racines négatives de la même équation entre les limites 

Scolie IV, — Lorsqu'on se propose seulement d'obtenir une limite infé- 
rieure à la plus petite des racines positives ou supérieure à la plus grande, on 
peut quelquefois y parvenir en s'appuyanl sur le corollaire du tbéoréme Wll 
(Note précédente). Supposons, en eiïet, que tous les termes du polynôme 
F(.r), à l'exception d'un seul, soient de même signe. L'équation (27) prendra 
la forme suivante: 

(43) ^ 

/ 4- Af^,j^'"-*-»-i-. . .-f- A,„_,x-4- A,„— A^j-'"-*. 

Soit maintenant n le nombre des termes qui dans le premier membre de 
l'équation (43) ne se réduisent pas à zéro, et 

la moyenne géométrique entre ces termes, H désignant la moyenne géomé- 
trique entre leurs coeflicients. En vertu du corollaire du théorème XVII 
(Note II), toute valeur réelle el positive de x propre à vérifier l'équation pro- 
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posée, ou, ce qui revienl au môme, à lui servir de racine, satisfera nécessai- 
rement à la condition 

et, par conséquent, à l'une des deux suivantes 



m ^>{~) 



> 



(4-^) ^< 



1 



nn 



savoir, a la première, si m — s surpasse fjt, et à la seconde, dans le cas con- 
traire. Il est bon d'observer que, si le nombre s s*évanouit, A, se réduira au 
coefficient de j?'", c'est-à-dire à l'unité. 

ScoUe V, — Il est encore facile d'obtenir deux limites, l'une inférieure, 
l'autre supérieure aux racines positives de l'équation (27), par la méthode 
que je vais indiquer. On observera d'abord que toute équation dont le pre- 
mier membre n'offre qu'une variation de signe, c'est-à-dire toute équation 
qui se présente sous la forme 

ou sous la suivante 

A r""» A T*"* — î __ -L- A r»'" — '* — U A . -T»"! — W— l i_ ■. — r\ 

Ao, A,, ..., Art, Art-,-,, ... désignant des nombres quelconques, n'admet 
qu'une racine positive, évidemment égale à la seule valeur positive de x 
pour laquelle la fraction 

Ao^'*-4- A,^"-»-f- A5x«~5-h. . . 



Art-^A„.,(^-iJ4-A„.,(^-i 

qui croît sans cesse depuis .r =zo jusqu'à x^^oo, puisse se réduire à l'unité. 
Par conséquent le premier membre d'une semblable équation aura le même 
signe que ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de x 
sera supérieure à la racine dont il s'agit, ou comprise entre zéro et cette 
même racine. Cela posé, concevons que, dans le polynôme (89), — kgX* soit 
le premier terme négatif après x'", -f-AuJ?** le premier terme positif après 
— A,j:% — At^vi*' le premier terme négatif après Aw^**, -\- K^^w le premier 
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terme positif après — k^^x*", . . ., en sorte que l*équation (27) devienne 

— A '»•'»«—•' A ^/«— •»— I _i_ A 't'»»— **'-u A ^m— u»— I I, -4- A — o 

On conclura des remarques précédentes, que toute valeur positive de x propre 
à vérifier Téquation (27) doit être : i** inférieure à la plus grande des racines 
positives des équations 

/y*/M I ■ A 'r»'rt-l I ___ A ffn—s _^ A ffiH—t'—t ^_ — f\ 

A't'»»— »-i- A /r"»— »— * J- — A r"*— •'— A . ^w»-»'— *— — ft 



a*» supérieure à la plus petite de ces mêmes racines, lorsque \m est précédé 
du signe —, et, dans le cas contraire, à la plus petite des racines positives 
des équations de la forme 

— _ A *•"* — ' A ^/w— #— 1__ I A ir«wi— » _i_ A . <*»/»! — K—l I — 11 

A v^m—v A -7»/»— V— l .;_ A T»'»— **'-4- A - 7«m— iv— t 1^ — ^ 

Quelquefois les deux conditions qu'on vient d*énoncer s'excluent mutuelle- 
ment, et alors on peut affirmer que Téquation (27) n'a pas de racines posi- 
tives. 

Probl^b II. — Trouver le nombre des racines réelles de l'équation (27), 
avec une suite de quantités qui, prises deux à deux, servent de limites à 
ces mêmes racines. 

Solution, — Nous supposerons l'équation (27) réduite à n'avoir que des 
racines inégales. Alors, si Ton désigne par k (vo//*le problème précédent) une 
limite supérieure aux valeurs numériques de toutes les racines réelles, par h 
un nombre moindre que la plus petite différence entre ces racines, enfin par 
Ati, Ati, . . ., A-^ d'autres nombres tellement choisis que, dans la suite 

• 
(46) A", A*!, ATi, ..., kny O, A;,, ..., Af, A|, A, 

la différence entre un terme et celui qui le précède soit toujours une quantité 
positive égale ou inférieure à A, il est clair que deux termes consécutifs de la 
suite (46) ne comprendront jamais entre eux plus d'une racine réelle. D'ail- 
leurs, lorsqu'on substitue à la place de x dans le polynôme ¥{x) deux quan- 
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lités entre lesquelles une seule racine réelle au plus se trouve renfermée, les 
résultats obtenus sont de même signe ou de signes contraires; pour parler 
autrement, la comparaison de ces deux résultats offre une permanence de 
signe, ou une variation de signe, suivant qu'il n'existe pas de racine réelle» 
ou qu*il en existe une entre les deux quantités dont il s'agit. Par conséquent, 
si Ton prend les termes de la suite (46) pour des valeurs successives de la 
variable j:, et que Ton forme la' suite des valeurs correspondanles du poly- 
nôme F(a?), cette nouvelle suite offrira précisément autant de variations de 
signe que l'équation (27) a de racines réelles, et chacune de ces racines sera 
comprise entre deux valeurs consécutives de x qui, substituées dans F(j7), 
donnent des résultats de signes contraires. Ainsi toute la difflculté consiste à 
trouver pour le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la ma- 
nière suivante. 

Désignons par H la valeur numérique du dernier terme de l'équation en z 
que fournit l'élimination de x entre les formules (87). Le nombre H, ainsi 
qu'on Ta déjà remarqué, sera équivalent (abstraction faite du signe) au pro- 
duit des carrés des différences entre les racines réelles ou imaginaires de 

l'équation (27). Par suite H* sera équivalent au produit des modules de ces 
différences (le module de chaque différence réelle n'étant autre chose que sa 
valeur numérique). Cela posé, soient a, b deux racines distinctes de l'équa- 
tion (27). Si ces deux racines sont réelles, chacune d'elles ayant alors une va- 
leur numérique inférieure à A-, la valeur numérique de leur différence, c'est- 
à-dire la différence ou la somme de leurs valeurs numériques, ne surpassera 
jamais ik. Si, au contraire, chacune de ces racines ou l'une d'elles seulement 
devient imaginaire, on pourra, en désignant par r,, r, leurs modules, et par 
^1, /t deux arcs réels, supposer 

aziiri(cos^i-4-V^— 1 sin^j), 

b:=^ /^(cos^fH-V^— 1 sin^,), 
et l'on en déduira 

a-- b^r^ cos^i — r, cos^^-h {r^ sin^t— r, sin/,) v — i , 

1 
mod.(a — 6) = [(/•, cos^i — r, cosij)*-h (r, sin^, — r^ sin /,)*]* 

1 t 

= [/'î — 2/-, r, cos(/,— ^,) H- r\y < (r* ■+- 2/| /•, -h /•*)^ 

On aura donc 

mod.(a — 6)< ri-+- /•„ 

et, par suite, * 

(47) mod.(a — 6) <2A', 



398 COCUS D'ANALYSE. 

• 

pourvu que le nombre k ail élé choisi, comme ^ans le premier problème, 
de manière à surpasser, non seulement les valeurs numériques de toutes les 
racines réelles, mais encore les modules de toutes les racines imaginaires. 
On prouvera de même que chacune des diiïérences 

a pour module un nombre inférieur à aXr, et Ton en conclura que, si, après 

avoir formé tous les modules de celte espèce en nombre égal à > 

on met de côté Tun d'entre eux, par exemple le module de la différence 
rtr — 6, le produit de tous les autres sera un nombre inférieur à l'expression 

mi m — I ) 

Donc, si l'on multiplie cette expression par le module de la différence a — 6, 
on trouvera un résultat plus grand que le produit des modules de toutes les 
différences, c'est-à-dire un résultat plus grand que H*. En d'autres termes, 
on aura 

tnim — n f 

(aA) * X mod.(a — 6)>H* 



ou, ce qui revient au môme, 

t 

(18) mod.(a — ^)> — '^* 



mi m — \) ^ 



(1k) ' 

Lorsque les racines a et 6 sont réelles, le module de la différence a — 6 se 
réduit à sa valeur numérique. Par conséquent on obtiendra un nombre k in- 
férieur à la plus petite différence entre les racines réelles de l'équation (27), 
si l'on pose 

\V 

(49) /*=- — 



m I m— l } 



{2k) ^ 

Scoiie /. — Il serait facile de prouver que, si chacun des nombres A,, 
Aj, ..., A,„ (problème I) est entier, le nombre H le sera également. Par 
suite, dans celte hypothèse, le nombre H, qui ne i)eut s'évanouir tant que les 
racines de l'équation (27) restent inégales entre elles, aura une valeur égale 
ou supérieure à l'unité. Cela posé, la formule (f\S) donnera 

(.>o) mod. {n — b)> — 



//n //» — I < ' 



ot l'on en conclura que, pour obtenir un nombre h inférieur à la plus petlle 
(lirrércncc entre les racines, il suDil de prendre 



Scolie II. — Soil 

(5'i) 1 = 

l'équation en ; que fournil l'éliminalion de x entre les formules (^y). Si, 
par la méthode ci-dessus indiquée (problème I, scolie III), on délormino 
une limite G inférieure au\ modules de toutes les racines réelles ou imagi- 
naires de i'é<|uaIion {^i), on aura, en désignant toujours par a, b, c, ... les 
racines de l'équation (27), 

mod. F, («)><;, 

ou, ce qui revient au même [voir les équations (35)], 

inod.(n — *)(a — c)...>ri. 



inod.(n-i)>- 



\.(a~c). 



On en concIuTi 

et, par suite, 

(■■'3) 

puistiue'les difTérences 



qui renferment la racine a combinée successivement avec toutes les autres, 
sont au nombre de m — i, ou, si l'on met de cùté la différence a — b, au 
nombre de m — 2. Cela posé, il est clair que le nombre A satisfera encore 
aux conditions requises, si l'on prend 

Scolie III. — Après avoir déterminé h par l'une des méthodes précédentes, 
on pourra choisir pour la suite des nombres 



une progression arithmétique décroissante dont la différence soit égale ou 
inférieure à h, en se bornant toutefois au\ termes de cette progression qui 
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reslcnl compris entre les limites o, k. De plus, si l*on désigne par g (voir le 
problème I, scolie III) une limite inférieure aux valeurs numériques de 
toutes les ratines réelles de Téqualion (27), on pourra évidemment dans la 
suite (.4^) supprimer tous les termes positifs ou négatifs dont les valeurs 
numériques sont plus petites que g^ en écrivant à la place les deux seuls 
termes 

La suite (46) étant modifiée comme on vient de le dire, on substituera suc- 
cessivement dans le polynôme F{x) : 1*» les termes négatifs de cette suite 
depuis —k jusqu'à — ^; 2*> les termes positifs depuis -h ^jusqu'à -+-A'; et, 
toutes les fois que deux termes consécutifs de la première ou de la seconde 
espèce fourniront des résultats de signes contraires, on sera certain qu'une 
racine réelle, négative dans le premier cas, positive dans le second, est ren- 
fermée entre ces deux termes. 

Scolie IV. — Lorsque, par un moyen quelconque, on a déterminé, pour 
l'équation (27), une valeur approchée en plus ou en moins de la racine 
réelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la même racine 
une valeur approchée en sens contraire, et fixer deux limites, l'une plus 
grande que les racines réelles inférieures à a, l'autre plus petite que les 
racines réelles supérieures, en s*appuyant sur la proposition que je vais 
énoncer. 

Représentons à l'ordinaire par 

Fi(x), F,(j?), F,(x), ... 

les coefficients des première, deuxième, troisième, . . . puissances de z dans le 
développement de F(j? -h 5); par a, b^ c, ... les diverses racines de Inéqua- 
tion (27), et par k un nombre supérieur à leurs modules. Supposons en outre 
que, la quantité ç étant une valeur approchée de la racine réelle a, la diffé- 
rence a — ^et la quantité a déterminée par l'équation 

05) «-^FTû) 

soient assez petites, abstraction faite des signes, pour que, dans le polynôme 

(56) F,($)-^2(2a)Fj(^)4-3(2«)«F,(?) + 4(2a)'F4(?) 



la valeur numérique du premier terme surpasse la somme des valeurs numé^ 
riques de tous les autres. Enfin désignons par G un nombre inférieur à 
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l'excès de la première valeur numérique sur la somme dont il s*agit. On sera 
certain : !•* que la racine réelle a se trouve seule comprise entre les limites 

9.^ que la différence a — b ou b — a entre la racine a et une nou\^elle racine 
réelle b ne peut surpasser 

r. 



(57) 



(2X) 



ni-t 



Pour démontrer la proposition précédente, nous observerons d'abord que 
dan^ rhypothèse admise le polynôme {56) étant de môme signe que son pre- 
mier terme, on pourra en dire autant a fortiori des deux polynômes 

^"^ I F,a)4-(aa)F,(|)4-(2«)=F,(0-+-(2a)»F,(0-f-..., 

qu'on obtient en développant les fraclions 

¥{^-20l) F(Ç-h2a) 
, 

a a 

suivant les puissances ascendantes de a, et ayant égard à l'équation (55). Par 
suite, les premiers termes des deux polynômes étant de signes contraires, il 
en sera de même des deux fractions et de leurs numérateurs 

F(?-2a), F(? + 2«). 

II y aura donc au moins une racine réelle de l'équation (27) entre les limites 

^ — 2a, ^4-2a. 

J'ajoute qu'il n'y en aura qu'une; et, en effet, il est facile de voir que, si plu- 
sieurs racines réelles étaient renfermées entre ces limites, en désignant par 
a ei b deux semblables racines prises à la. suite Tune de l'autre, on trouverait 
pour les valeurs des expressions 

F| (a)=:(a — 6) (a — c).. ., 
Fi(6) = (^ — c)(6 — a)... 

deux quantités de signes contraires. Par conséquent l'équation 

(59) Y,{x)^o 

OEuvreê de C. — S. Il, t. III. 5l 
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aurait une racine réelle comprise entre a et b^ laquelle serait de la forme 

la qnantilé z étant renfermée entre les limites — a«, -f-aa. Or c'est ce qu'on 
ne peut admettre; car, si l'on remplace dans la formule (3i) z par y -^ z, et 
que l'on développe le premier membre de celte formule ainsi modifiée sui- 
vant les puissances ascendantes de r> on en tirera 

--^¥{x) -^ {y -\^ z)¥,{x) -^ (y ^ zyh\{x) -^. . .. 

l)uis, on égalant de part et d'autre les coefficients de la première puissance 
de V, 

{e^o) V\{x-\-z)- .V\{x)-hizh\{x)-\-Zz^V\(x)^\z^Y,{x)~\-.... 

Par suite, le développement de 
(60 V\(i-^z) 

deviendra 
(6a) F,(^) -f- a^ F,(£) + 3c» F,(0 -+- \^' FJ^) 4- 



• • • » 



et, comme dans le polynôme (56) la valeur numérique du premier ternie sur- 
passe la somme des valeurs numériques de tous les autres, il en sera de même 
a fortiori àw polynôme (6a), tant que la valeur numérique de z sera supposée 
inférieure à celle de a a. Il en résulte que, dans cette hypothèse, l'expres- 
sion (6î) ne saurait s'évanouir. Donc Téqualion (69) n'a pas de racines réelles 
comprises entre les limites Ç— aa, ^ -haa; et l'équation (aj) n'en a qu'une 
entre ces limites. La racine dont il s'agit est nécessairement celle qui s'ap- 
proche le plus de la quantité ^, et que nous avons désignée par a. D'autre 

part, comme la fraction 

F(g-haa) 

et, 

éipiivalenle au second des deux polynômes (58), est de même signe que le 
premier terme de ce polynôme, savoir 

on doit en conclure que 

F(^) et F(^ha«) 
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sont deux quantités de signes contraires, et que la racine a se trouve res- 
serrée entre les deux limites 

h ^4- 2 a. 

Qtiant à la seconde partie de la proposition ci-dessus énoncée, elle est une 
conséquence imnnédiate du scolie H, puisque la quantilé G restera évidem- 
ment inférieure, abstraction faite du signe, au polynôme (62), c'est-à-dire 
au développement de F|(5 4-5), tant que la valeur numérique de z ne sur- 
|)assera pas celle de 2 a, et par conséquent inférieure à la quantité F|(r7) 
qu'on déduit de Fi(Ç -h 5), en posant 

Il suit d'ailleurs de cette seconde partie qtie les racines réelles plus grandes 
(pie a sont toutes supérieures à la limite 

(63) --^(a>>-' 

et les racines réelles plus petites que a inférieures à la limite 

G 



(64) a-~ 



(2A)'"-* 



Pkoblèmb III. — Trouver les valeurs aussi approchées que l'on voudra des 
racines réelles de r équation (27). 

Solution. — On commencera par déterminer, à l'aide du problème précé- 
dent, deux limites, l'une en plus et l'autre eu moins, de chaque racine réelle 
et positive. Supposons en particulier que la racine a soit de cette espèce, el 
désignons par Xo, X les deux limites inférieure et supérieure à cette racine. 
Si Ton forme deux sommes différentes, la première avec les termes positifs 
du polynôme F(j?), la seconde avec les termes négatifs pris en signe con- 
traire, celle qui sera la plus petite pour j? = a?o deviendra la plus grande pour 
xz=i\. Représentez cette somme par ^{x) et l'autre par x(*^)« Les deux 
fonctions entières 9(j?), ;((vf) jouiront des propriétés énoncées dans les théo- 
rèmes II et III; et, par suite, si la fonction <p(jr) est telle qu'on puisse facile- 
ment résoudre les équations de la forme 

(^{œ) — consi., 
les formules (7) et (ï6) fourniront immédiatement des valeurs de plus en 
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plus approchées de la racine a. Cesl ce qui arrivera, par exemple, toutes les 
fois que la fonction <p(^) se présentera sous la forme 

B, C, D étant trois nombres entiers quelconques, el n un nombre entier égal 
ou inférieur à m; puisqu*alors on obtiendra les termes successifs des sé- 
ries (6) et (i5) par des extractions de racines du degré /i. Si la fonction <p(x) 
n*est pas de la forme que nous venons d'indiquer, on pourra facilement T.v 
ramener, en ajoutant aux deux membres de Téqualion 

?(^)=X(^) 

un polynôme entier ^{x) dont tous les termes soient positifs. En effet, il est 
clair que les valeurs de (^{-r) et de x(*^)» modifiées par Taddition d'un sem- 
blable polynôme, conserveront toujours les mômes propriétés. On peut, au 
reste, attribuer au polynôme ^(x) une infinité de valeurs différentes. Suppo- 
sons, par exemple, 

o(-r) :~ .r*-+- 3.r*H- 8. 

La valeur de 9('r), modifiée par Taddition du polynôme ^(j^)f deviendra 

(j?-hl)»4-7, 

si Ton suppose 

OU bien 

si Ton suppose 

etc. Il est bon de remarquer à ce sujet : i« qu'on peut toujours choisir la 
fonction entière ^{x) de manière à obtenir Tunilé pour le nombre B; a° que, 
dans beaucoup de cas, l'un des nombres C, D se trouvera réduit à zéro. 

Vprès avoir déterminé par la méthode précédente les racines réelles et 
positives de l'équation (ay), il suffira évidemment pour obtenir ses racines 
négatives de chercher par la même méthode les racines positives de l'équa- 
tion 

(65) F(- .r) :-: o. 

ScoUe. — Outre la méthode d'approximation que nous venons d'indiquer* 
il en existe plusieurs autres, parmi lesquelles on doit remarquer celle do 
Newton. Elle suppose que Ton connaît déjà une valeur approchée ç de la 
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racine que l'on cherche, et consiste à prendre pour correction de cette valeur 
la quantité a déterminée par l'équation 



(55) a 



F.(0 



Toutefois, celle dernière raélhode n*élanl pas toujours applicable, il importe 
d'examiner dans quels cas on peut remployer. Nous allons établir à ce sujet 
les propositions suivantes : 

Théorèvb fV. — Supposons que, a désignant l'une quelconque des racines 
réelles positives ou négatives de l'équation (27), et ^ une valeur approchée de 
cette racine f on détermine a par le moyen de l'équation (55). Si a est assez 
petit, abstraction faite du signCy pour que dans le polynôme (56) la valeur 
numérique du premier terme surpasse la somme des valeurs numériques de 
tous les autres, alors, des deux quantités 

la seconde sera plus approchée de a que la première. 

Démonstration, — Nous avons déjà vu (problème il, scolie IV) que, dans 
rhypothèse admise, la racine a se trouve seule renfermée entre les limites 

Cela posé, si Ton prend 

z sera une quantité comprise entre les limites 0, 2 a, et propre à vérifier 
réquation 

ou, ce qui revient au môme, la suivante : 

(67) F(?)-i-5F,(|) + ;j«F,(?)+...^ o. 
Si maintenant on fait, pour plus de commodité, 

(68) F.a) + .F,(0+ ■■ 
' ^ Fi(0 

et que l'on ait égard à la formule (55), l'équation (67) deviendra 

(69) s = « + 93». 
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On aura, par suite, 

(70) a=Ll'\-z^l-\-a'^qz^; 

d'oii il résulte que, en prenant |H-a au lieu de Ç pour valeur approchée de a, 
on commeltra une erreur égale, non plus à la valeur numérique de s, mais à 
relie de 75'. D'ailleurs, le polynôme (56) étant de même signe que son pre- 
mier terme F,(|), les deux polynômes 

'' ) F,($)-2(2a)F,(0-2(2a)cF,(;)-...^(i + 4«7)Fi(;) 

jouiront évidemment de la môme propriété; ce qui exige que la valeur numé- 
rique de 2 «7, et a fortiori celle de 75, restent inférieures à {, On en con- 
clura imméfliatemenl que la valeur numérique de 75' est inférieure à celle 
de {z. Ainsi des deux erreurs que Ton commet en prenant 

5 et Ç -i- a 

pour valeurs approchées de «, la seconde est plus petite que la moitié de la 
première. 

Scolie /. — Comme on tire de l'équation (G9» 

(X 

z —^ — — > 
I — qz 

et que la valeur numérique de qz est inférieure à \, on est assuré que la 
valeur de z restera toujours comprise entre les limites 

2 

^«, 2 a. 

Scolie II, — En résolvant l'équation (69) comme si la valeur de q était 
connue, on trouve 

f dr V 1 — '\^q _ ^ ^ 

^7 I ^- v^ I — 4 « 7 

Le radical yj \ — l\(xq est ici affecté d'un double signe. Mais, puisque la valeur 
4le z doit rester plus petite que celle de 2a, Il est clair qu'on devra préférer 
Je signe inférieur. On aura donc 

I -h V' — 4«7 
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Cela posé, si l'on nomme Ça, Q, deux limiles dont l'une soit inférieure et 
l'autre supérieure à la quantité q délerminée par la formule (68), on con- 
clura de Téqualion (72) que la valeur exacte de :; est comprise entre les 
deux expressions 

(73) > — ^- - — . 

I -h yi — 4a^o I 4- yi — 4aQ 

Par conséquent cette valeur renfermera tous les chiffres décimaux communs 
aux deux expressions réduites en nombres. 

ScoUe IIL — Supposons que des deux quantités ^0» Q la seconde ait la 
plus grande valeur numérique, et que cette valeur numérique soit inférieure 
à Tunité. Alors, si la différence a — ^ = j est, abstraction faite du signe, plus 
petite qu'une unité décimale de Tordre n, c'est-à-dire si Ton a 

(74) val. num.3<( — J , 

la différence 

« — (Ç-h a) =^3' 

sera plus petite, abstraction faite du signe, qu'une unité décimale do 
l'ordre in; en sorte qu'on trouvera 

(75) val. num.^5*< ( — 

Ainsi, en prenant Ç-i- a au lieu de ^ pour valeur approchée de la racine a, 
on doublera le nombre des décimales exactes. 

Si l'on supposait la valeur numérique de Q inférieure, non seulement à 
l'unité, mais encore à 0,1, on conclurait de la formule (74 ) 

— 
10 

Plus généralement, si l'on suppose celte valeur numérique inférieure à 
— ) i f^ désignant un nombre entier quelconque, la formule (74) entrai- 
nera la suivante 

(76) val. num. ^5*< ( — J 

Enfin, si la valeur de Q est supérieure à l'unité, mais inférieure à (10)', on 
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trouvera 

/ , \ J/i-r 

(77) val. num.75'< ( — 1 

Scolie IV, ~ L'erreur que l*on commet en prenant ^-+-a pour valeur 
approchée de a, ou la valeur numérique du produit 75', peut elle-même se 
calculer par approximation. En efTet, si Ton a égard à Téquation (69), on 
trouvera 

Or, supposons la valeur numérique de 2a, par conséquent celle de ;;, infé- 
rieure à ( — j > et la valeur numérique de Q, par conséquent celle de 7, 

inférieure à (10)'^'*, n et /• désignant deux nombres entiers. On aura évidem- 
ment 



ei 



val. num. (2a)7*5*< ( — | 

(I \hn±%r 
~~ ) 



De plus, si la valeur numérique de la fraction 

(78) ^.^^^ 

est reconnue inférieure à (10)^', s désignant encore un nombre entier, on 
pourra prendre 

pour valeur approchée du terme 7a*, sans craindre une erreur plus consi- 
dérable que 

I \%n±s 



(^ 



Par suite, si Ton choisit ^4- « — «* c*/^! ' ®" 'î^ti de Ç-^-a, pour valeur 
approchée de la racine a, c'est-à-dire si Ton pose 

(79) ^"^^-^'^-'^'FiQ' 

Terreur commise sur la racine n'affectera plus que les unités décimales de 
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l'ordre marqué par le plus grand des trois nombres 

Dans le cas particulier où la valeur numérique de Q est inférieure à ( — j > 
et celle de la fraction (78) à f — ) > la nouvelle erreur devient plus petite que 



( 



I \ Sa 



10 



Il suffit donc alors de substituer le second membre de Téquation (79) à 
la quantité ^ pour tripler le nombre des chiffres décimaux exacts dans la 
valeur approchée de a. C'est ce qui arrive encore, à très peu près, quand 
le nombre n devient très considérable. Ces résultats sont conformes à ceux 
que M. Nicholson a obtenus dans un Ouvrage récemment publié à Londres, ' 
et qui a pour titre : Essay on involution and évolution, etc. 

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précé- 
dent^ concevons que le premier terme du polynôme (56), c'est-^'dire du poly- 
nôme qui représente le développement de F|(^ -H aa), ait une valeur numé- 
rique supérieure, non seulement à la somme des valeurs numériques de tous 
les autres termes, mais encore au double de cette somme. Alors, si Von désigne 
par Ç, une quantité comprise entre les limites 

la seconde des deux quantités 

sera plus approchée de a que la première. 

Démonstration. — Pour établir la proposition qu'on vient d'énoncer, il 
suffît de faire voir que la valeur numérique de la différence 

a — Il 
est supérieure à celle de 






F(£.) 
) 



ou, ce qui revient au même, que la fraction 

F,($,) 

OfMvres de C. — S. II, t. UI. 52 
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u 
a une valeur numérique inférieure à l'unité. Représentons par - celte même 

fraction. Il suffira de prouver que 

V — u et i'-f- M, 
c'est-à-dire, en d*autres termes, 

(80) a^g, ^^ ^f^>(^») — ^-^r" 

sont deux expressions de même signe. Or, si Ton fait 

(81) <i = |H-5 et Ç,==$H-€, 

^ et 6 seront deux quantités de même signe comprises entre les limites o, 
a a; et les expressions (80), après le développement des fonctions 

F(?,-hc), F(Ç,4-ê), Fi($-+-6), 
deviendront respectivement 

F,(5)4-(6-+-5)F,(0-^(6«-+-65^5«)F,(0 4-..., 
F,(Ç)-(6-^5-4ê)F,(0-(6'-+-65 + ^'-66«)F,(0-.... 

Comme, dans chacun de ces derniers polynômes, le coefficient de F«(|) a 
une valeur numérique évidemment inférieure à celle de l'une des quantités 

et par conséquent au double de la valeur numérique du produit 

«(aa)"-', 

il est clair qu'ils seront l'un et l'autre de même signe que Fi(0> si la condi 
lion énoncée dans le théorème V se trouve remplie. Donc, etc. 

ScoUe /. — Les erreurs commises, lorsqu'on prend successivement 

F(?0 



li et I,-- 



F,(^^) 



pour valeurs approchées de la racine a, sont respectivement égales aux 
valeurs numériques des deux quantités 
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On trouvera d'ailleurs, en ayant égard aux formules (8i), 

(82) a— Ç, = 5 — ê 

et 

puis, en développant les fonctions F(?-f-5), F(|-h6), F|($-f-6), 

^^^^ j _ // ' F«(g)-4-(:;-4-26)F,(g)-H(^«4-a6g-f-36*)F,(;) + ... 
M - ^* ''^ F,(|)4-26F,(^)H-36*F,(0-H... 

Cela posé, concevons que, pour toutes les valeurs de 6 et de 3 comprises 
entre o et 2a, la valeur numérique du polynôme 

(84) F,($)-h(3-f-26)F,(?)-f-(5»-h265-h36«)F4(;)-H... 
reste inférieure à la limite M, et celle du polynôme 

(85) F,(0 + 26 F,(^) 4- 36« F,(|) +. . . 

supérieure à la limite N. Si Ton a 

(86) val. num.(5 — 6)</^-j^y 
et 

(87) ^<(Io)=^^ 

n et r désignant deux nombres entiers quelconques, on conclura de l'équa- 
tion (83) 

(88) vaI.num.[a-?.4-|;^]<(^y""^ 

Il est essentiel de remarquer que, pour obtenir des valeurs convenables de 
M et de N, il suffit : 1° de remplacer dans le polynôme (84) 5 et 6 par 2 a, 
puis de calculer la somme des valeurs numériques de tous les termes; 2** de 
remplacer dans le polynôme (85.) 6 par 2 a, et de chercher ensuite la diffé- 
rence entre la valeur numérique du premier terme et la somme des valeurs 
numériques de tous les autres. 
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Scolie IL — Les mômes choses étant posées que dans le théorème V, si 
l'on fait successivement 






(89) Çi-l-ïT^' $, = 1,-.—^:-, ^.= -^ 



les quantités $1, $„ Ç„ ... seront des valeurs de plus en plus approchées de 
la racine a. Si d'ailleurs on attribue aux nombres M et N les mêmes valeurs 
que dans le scolie I, alors, en supposant 



on en conclura 



val. num. (a — Ç) <( — j 

val. num.(a — $,) < ( — j 
val. num. (a — li)< i— \ 
val. num. (a — Çi) < ( — 1 



m 
i 



n±lr 



%n±lr 



Ces dernières formules renferment la proposition énoncée par M. Fourier 
dans le Bulletin de la Société philomathique (livraison de mai 1818), relative- 
ment au nombre de décimales exactes que fournit à chaque opération nou- 
velle la méthode de Newton. 

M 

Toutes les fois que la fraction -j^ est inférieure à Tunité, on peut prendre 

/• = o, et par suite les différences successives entre la racine a et ses >aleurs 
approchées 

S> ÇI> Sî» Ç«> • • • 

sont respectivement plus petites que les nombres 

fe)"' (;^)" (f.)" {ii}"' 

Donc alors le nombre des décimales exactes se trouve doublé pour le moins 
à chaque opération nouvelle. 

Les recherches précédentes fournissent plusieurs méthodes de résolution 
pour les équations numériques. Afln de faire mieux sentir les avantages que 
présentent ces méthodes, je vais les appliquer aux deux équations 

(90) x^—ix — 5=zo 
et 

(91) . j:*— 7074-7 = 



. • • . 
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que Lagrange a choisies pour exemples {Résolution des équations numé- 
riques, Chap. IV), et dont la première a été plus anciennement traitée par 
Newton. 

Si nous considérons d'abord l'équation (90), nous trouverons (théorème III, 
scolie II) qu'elle a une seule racine positive comprise entre les deux limites 

y/2 . 2 =: 2 et y/2 . 5 zir 2 , 1 5 . . . . 

De plus, la valeur positive de x propre à vérifier l'équation 

2 a: -h 5 m j;' 

satisfera (problème I, scolie IV) à la condition 

2 y/5.2^ < x^y 

ou, ce qui revient au même, à la suivante : 

i 

X'> (4o)*=:2,09. . . . 

La racine dont il s'agit sera donc renfermée entre les nombres 2,09 et 
2,i5, ...; en sorte que sa valeur, approchée à moins d'un dixième près, 
sera 2,1. Pour obtenir une valeur plus exacte, nous observerons qu'on a 
dans le cas présent 

F(j?) = j?'— 20: — 5, F,(j?) = 3x'— 2, F,(j7) = 3a:, F3(j:)i=i, 
et que, si l'on prend 

^=2,1, 

la condition énoncée dans le théorème IV sera remplie. Cela posé, comme 
on tirera de l'équation (55) 

5-+-Af t 

OL— oyi_2 — 2 =^—0,005431878.. ., 

on trouvera pour les nouvelles valeurs approchées de l'inconnue x 

$-+-« = 2,094568121 . . . 
et 

Enfin, comme, la valeur exacte de x étant présentée sous la forme j; — ^ h- ^, 
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z sera une quantité comprise entre les limites o, a a, et que par suite on aura 
évidemment 

~^- — m) — --ïTra3-<^'^<'' 

F,(0~ 11,23 ^^''' 
val. num.;;=: val.num. (a-h ^5*) < val. num. a 4- (aa)' val. num.^ <o,oi, 

on en conclura (théorème IV, scolies III et IV) que, en prenant 

xz=z a,o94568i, 
on commet une erreur plus petite que 0,0001, et en prenant 

une erreur plus petite que 0,000001. 

Au lieu d'employer les formules générales, on pourrait effectuer le calcul 
de la manière suivante. Après avoir trouvé a,i pour la valeur approchée 
de a:, on fera dans Téquation (90) 

^ = 2,1-1-5, 

et Ton en tirera, en divisant tous les termes par le coefflcient de z, 

(92) 0,005431878. . .-+- 5 4-0,560997328. . .5*4-0,089047195. . . 2'= o 
ou, ce qui revient au même. 

(93) 5 = — 0,005431878. . .4- ^ s*, 

la valeur de g étant déterminée par la formule 

(94) Ç =^~" 0,560997328.. . — 0,089047195. . . z. 

Le double du premier terme de Téquation (92) est, à très peu près, 0,01 ; et, 
comme le premier membre de cette équation fournit deux résultats de signes 
contraires lorsqu'on y fait successivement 

jï = o, z =: — 0,01, 

on peut affirmer qu'elle a une racine réelle comprise entre les limites o et 
-—0,01. Pour démontrer que cette racine est uirique, il suffît d'observer que, 
en vertu de la formule (60), l'équation 

F,(2,i 4-5) = 
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se réduit à 

I -f- a X 0,560997828. . . s -i- 3 X 0,089047195. . . 5*ir:0, 

et que celle dernière ne saurait être vérifiée par aucune valeur de z ren- 
fermée entre les limites dont il s'agit. De plus, il est clair que, pour une 
semblable valeur de :;, la quantité q déterminée par la formule (94) reste 
comprise entre — o,56o et — o,56i; et, comme on tire de Téquation (98) 

15 = — 0,00543 1 878 ... — o,ooooa95o5 ...(—</) 
— o,oooooo32o . . . ( — 7 )' — . . . , 

on en conclura : 1° en supposant — q = o,.56o, 

5 nir — 0,Oo544^5o . . . , 

3° en supposant — ^ = o,56i, 

z=: — o,oo544853 

Par suite, la valeur réelle et positive de a: propre à vérifier Téquation (90) 
sera comprise entre les limites 

2,1 — o,oo54485o = 2,09455 i5o 

et 

2,1 — o,oo544854 = 2,09455146. 

Cette équation a donc une racine positive unique à très peu prés égale à 

2,094551 5. 

Il est d'ailleurs facile de s'assurer qu'elle n*a point de racines négatives. Car, 
si elle en avait une seule, on pourrait satisfaire par une valeur positive de .r 
à la formule 

(96) j;'— 2j:4-5i= o; 

et cette valeur de x (voir le scolie V du problème I) serait en même temps 
inférieure à la racine positive de l'équation 

j?' — 2j: = o, 
c'est-à-dire à 

^z= i,4i4- • •) 

et supérieure à la racine de l'équation 

5 — 2J? ::= o. 
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c'est-à-dire à 

- -=2,5; 

ce qui est absurde. 

Passons maintenant à l'équation (91), et cherchons en premier lieu ses 
racines positives. Pour avoir une limite supérieure aux racines de cette 
espèce, il suffira d'observer que, Téquation dont il s'agit pouvant se mettre 

sous la forme 

j?* -h 7 = 7 ^, 

on en tire (problème I, scolie IV), en supposant x positif, 

aV^7^'< 7J^ 
et, par suite, 

4 

On peut donc prendre j pour une valeur approchée de la plus grande racine 
positive. Cela posé, si l'on fait dans l'équation (91) 

on trouvera 

3a 

(97) o,o5 -h 5 -h 2,4os'h 5* = o 

ou, ce qui revient au môme, 

(98) z — -o,o5-^qz^, 

la valeur de g étant déterminée par la formule 

(99) ^ = -^»'^^-~ ^^• 

Le double du premier terme de l'équation (97) est 0,1; et, comme le pre- 
mier membre de cette équation change de signe lorsqu'on passe de 5 =::: o à 
z — — 0,1, tandis que lé polynAme 

I -h 2 X 2,405 -h 3 X — S* 

70 

reste constamment positif dans cet intervalle, il en résulte qu'elle a une 
racine réelle, mais une seule, comprise entre les limites o et —0,1. La 



■■ 
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valeur correspondante de q est évidemment renfermée entre les deux quan- 
tités 

et Ton tire d'ailleurs de Téquation (98) 

(100) l-h v'i H- 0,27 

( ::=i — o,o5 — o,ooa5( — q) — o,ooo25(— 7)* — o,oooo3i25( — qY — .... 

Si dans cette dernière équation on fait successivement 

7=1—2,354, 7==— 2,4o, 

on trouvera pour les valeurs correspondantes de z 

z ^=. — 0,06788 . . . , z^=i — o,o58i o ... ; 

et Ton en conclura que la plus grande racine positive de Téquation proposée 
est renfermée entre les limites 



et 



7 — 0,06788 ... — 1 , 692 II... 

4 



J^ — o,o58io. . . ~ 1,69189. . . . 
4 



Donc, si Ton appelle a cette plus grande racine, sa valeur approchée à 
onze cent-millièmes près sera donnée par la formule 

(101) a 11^1,6920. 

En partant de celte première valeur approchée, on pourra par une seule 
opération en obtenir une seconde dans laquelle l'erreur ne portera plus que 
sur les décimales du douzième ordre. 

Outre la racine a que nous venons de considérer, l'équation (91) admet 
évidemment une racine négative égale, au signe près, à la racine positive 
unique de l'équation 

(io'.>.) jc^ — 7 a- — 7:^0, 

et par conséquent renfermée (théorème III, scolie II) entre les limites 

/ — 3 ) — * 

— V^iiîi — — 3,7416. . . et — \' i4 =^ — '^,41 . . • . 

OF.iivres de C, S. H, I. NI. 63 
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Nommons c la racine né|;alivo (lont il s'agit. La troisième racine b dû l'éqna- 
lion (91) sera évidemment réelle et positive, puisque le produit abc Ac» trois 
racines doit être équivalent au (iernier terme pris en signe conlraire, c'est- 
à-dire à — 7. Déterminons à présent celle troisième racine. Pour y parvenir, 
on clierchera d'abord un nombre G ^gal ou inférieur à la valeur numérique 
(le F,(t). Or, puisqu'on a dans le cas présent 

F(x. ^ ^*-;^ + ;. 
h\[.r) ^3x'- 7, 
on en conclura 

l-',M)-^3«'-7. 

On pourra donc prendre 

<;=^3(f,69i89)'— 7 ^i.587i 

D'ailleurs, en vertu de ce qui précède, on a encore 

a< sfiga'J, -c<:i,74i7 

ol, par suite, 

(1 — c<5,.'|339. 

Cela posé, on trouvera (|>roblème II, scolie II ) 

r, 1,587', 

" — ''>- -- > ,5-733- ^ "'^9^ I a ... , 

et l'on aura en conséquence 

/» ■< 1,6931 1 . . .^ o,'i93i,). . . < 1 ,40. 

Après avoir reconnu, comme on vient de le Taire, que la racine est infé- 
rieure à la limite i,4o, on supposera 

L'équation (91) donnera dans cette bypoibèse 



(io3) .),o5 + 3 -.1,7; 

ou, ce qui revient au même, 

(98) ■ =^--o.o5 + 7-', 

la valeur de 7 étant déterminée par la formule 



38 
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Le double du premier terme de Téqualion (io3) est o,i ; et, comme le pre- 
mier membre de celle équation change de signe lorsqu'on passe de ;; ^o à 
5 = — o,i, tandis que le polynôme 

reste constamment positif dans Tintervalle, il en résulte qu'elle a une seule 
racine réelle comprise entre les limites o, — o,i. La valeur correspondante 
de q est évidemment renfermée entre les deux quantités 

3,66 el 3,75. 

En substituant successivement ces deux quantités à la place de la lettre g 
dans réquation (100), on obtiendra deux nouvelles limites de Tinconnue 5, 
savoir 

C\ T 

1=1 0,04317. . . 



0,1 



I -d-y^ 1,73a 
et 

^—=-~ zz: — o,o43o5 ... ; 

I -h V 1,760 

puis Ton en conclura que la racine positive b est comprise entre 

i,4o — 0,04317. . . - 1,35682. . . 

cl 

1 , 4o — o,o43oa . . . z=i 1 , 35694 .... 

On obtiendra donc la valeur approchée de cette racine à un dix-millième 
près, si Ton prend 

(io5) Z^:= 1,3569. 

Quant à la racine négative c de Téquation (91), nous savons déjà qu'elle 
est comprise entre les limites 

— 3,7416... cl — 2,4i.... 

On aura donc sa valeur approchée à une unité près, si on la suppose égale à 
— 3. Cela posé, faisons dans Téqualion (91) 

j? = — 3 -h ^. 
On trouvera 

(106) o,o5 -i- -c — o,455*H-o,o5;:^r:=o 
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ou, ce qui revient au méroe, 

(98) z-T — o^oo -h qz*^ 

la valeur de 7 élant délerminée par la formule 

(107) q - 0,45 — o,o5-;. 

Do plus, on reconnaîtra facilement : 1° que Téquation (106) a une racine 
réelle, mais une seule, comprise enire les limites o, - 0,1 ; 2*» que la valeur 
correspondante de 7 est renfermée entre les deux nombres 

0,45. o,4'>5; 

.S*» que ces deux nombres substitués à la place de la lettre g dans Téqua- 
tion (ioo) fournissent deux nouvelles valeurs approchées de z, savoir 



0,1 

et 

0,1 



— 0,048922 



- 0,048911 



I -rV 1,091 

Par suite, la valeur approchée de r à un cent-millième prés sera 

( (08) c ----- -- 3,04892. 

Au reste, on aurait pu déduire immédiatement la valeur approchée de c des 
formules (loi) cl (io5). En effet, puisque dans Téquation (91) le coefficient 
de x^ se réduit à zéro, on en conclut 

a \~ b ^- c - o^ 
c : -a — hf 

el, par conséquent, à très peu près, 

c - - ( 1 , 699.0 -i- 1 , 3569) . — 3 , 0489. 

Pour terminer cette Note, nous ï)résenterons ici deux théorèmes dont le 
second comprend la règle énoncée par Descaries relativement à la détermi- 
nation du nombre des racines positives ou négalives qui appartiennent à une 
équation de degré quelconque. Dans ce dessein, nous allons d'abord exa- 
miner le nombre des variations et des permanences de signes que peut offrir 
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une suite de quantités, lorsqu'on suppose les différents termes de cette suite 
comparés Tun à l'autre, dans Tordre où ils se succèdent. 
Soit 



(109) flfoj ^\y ^î» '••» ^7«-l» ^ 



m 



la suite que Ton considère, composée de m -t- i termes. Si aucun de ces 
termes ne se réduit à zéro, le nombre des variations de signe qu'on obtiendra 
en les comparant deux à deux, dans Tordre où ils se succèdent, sera complè- 
tement déterminé. Mais, si quelques termes se réduisent à zéro, comme on 
pourra, dans cetle hypothèse, fixer arbitrairement le signe de chacun d'entre 
eux, le nombre des variations de signe dépendra de cette fixation même, de 
manière cependant à ne pouvoir s'abaisser au-dessous d'un certain minimum, 
ni s'élever au-dessus d'un certain maximum. Une semblable remarque peut 
être faite sur le nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour 
obtenir le nombre maximum des variations de signe, il suffit de considérer 
chaque terme qui s'évanouit comme affecté d'un signe contraire à celui du 
terme précédent. Concevons, par exemple, que la suite (109) se compose des 

quatre termes 

-hi, o, o, —I. 

Le premier de ces termes étant positif, on obtiendra le nombre maximum 
des variations de signe, en considérant le second terme comme négatif, et le 
troisième comme positif, ou, ce qui revient au môme, en écrivant 

-î- I, — o, -r o, — I. 

Par suite, dans ce cas particulier, le nombre maximum dont il s'agit sera 
égal à 3. On aurait obtenu au contraire le nombre minimum des variations 
de signe, égal à l'unité, en affectant chaque terme nul d'un signe semblable 
à celui du terme précédent, c'est-à-dire en écrivant 

-hi, -ho, — o, — i. 

Ces principes étant admis, on établira sans difficulté les propositions sui- 
vantes : 

Théorème VI. — Supposons que, la constante h étant réelle et positive^ on 
multiplie le polynôme 

(110) aQX"^'\- ^1 x'^-^H-ajj;'" -*-h. . .-+-«,„„, jc -h flr,„ 

par le facteur linéaire x -\- h. Cette multiplication n* augmentera pas le 
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nombre maximum des variations de signe entre les coejficients successifs des 
puissances descendantes de la variable z. 

Démonstration. — En multipliant le polynôme (no) par x 4- A, on obtient 
un nouveau polynôme dans lequel les puissances descendantes de la variable 
ont pour coefficients respectifs les quantités 

Il suffira donc de prouver que le nombre des Variations de signe nç croît pas 
dans le passage de la suite (109) à la suite (m), lorsqu'on a porté ce nombre 
au maximum dans Tune et l'autre suite, en affectant chaque terme qui s'éva- 
nouit d'un signe contraire à celui du terme précédent. Or, je dis en pre- 
mier lieu que, les signes étant fixés d'après cette règle, chaque terme de la 
suite,(iii), représenté par un binôme de la forme 

a„-h/^a„_^, 

prendra le même signe que l'un des termes a„, a^_, de la suite (109). Cette 
assertion est également évidente dans les deux cas qui peuvent se présenter, 
savoir : r lorsque les deux termes a„_t, a„ sont originairement, ou en vertu 
de la règle adoptée, affectés de signes contraires, par exemple lorsque a^ 
s'évanouit; 2« lorsque, a^ ayant une valeur différente de zéro, a^,-, est affecté 
du même signe que a„. En conséquence, si l'on attribue aux quantités 



(II'O Arto» l^^\* l^^u •••> l^cim-\^ l^^ 



m 



les mêmes signes qu'aux termes correspondants de la suite (109), on pourra, 
sans altérer en aucune manière la succession des signes dans la suite (11 1), 
y remplacer chaque binôme de la forme 

par Tun des deux monômes a„, ha,i-\* En opérant ainsi, on obtiendra une 
nouvelle suite dans laquelle chaque terme de la forme a^ se trouvera suivi 
d'un autre terme égal,- soit au monôme a,,^i, soit au monôme Aa^, qui est 
la seconde partie du binôme a„,,-h/ja„, tandis que chaque terme de la 
forme ha^ se trouvera suivi du monôme ha„^^, ou du monôme ««-kj, qui est 
la première partie du binôme a^^^-h /ta„^x. Cela posé, concevons que dans 
la nouvelle suite on distingue : i"* chaque terme de la forme a„ auquel suc- 
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cède un autre terme de la forme ha„; 2*» chaque terme de la forme hun 
auquel succède un autre terme de la forme ««-hj; et soient respectivement 

les différents termes de Tune et l'autre espèce rangés d'après Tordre de 
grandeur des indices qui affectent la lettre a, La nouvelle suite, composée 
des monômes 

(ii3) 

ne présentera évidemment que des variations de signe propres à la suite (109) 
avec celles qui peuvent naître dans le passage de ha^ à a„^.j, de ha^ à a^^,, .... 
D'ailleurs il est aisé de voir que, si les deux quantités 

ha^ et a„^„ 
ou, ce qui revient au même, 



ûr„ et a„4. 



2 



sont affectés de signes contraires, la variation de signe correspondante ne 
fera que remplacer une autre variation de signe propre à la suite (109), 
savoir celle qui avait lieu entre le terme a„^.i et Tun des deux termes a„, 
««^-2. Une remarque toute semblable s'applique au cas où les monômes Aa^,, 
ajv-hs sont affectés de signes contraires, etc. On peut donc conclure que le 
nombre maximum des variations de signe n'augmente pas lorsqu'on passe 
de la suite (109) à la suite (i i3), et par conséquent à la suite un); ce qu'il 
fallait démontrer. 

Corollaire, — Si l'on multiplie le polynôme (no) par plusieurs facteurs 
linéaires de la forme 

A, h' y h\ ... désignant des quantités positives, on n'augmentera pas le 
nombre maximum des variations de signes entre les coefficients successifs 
des puissances descendantes de la variable x. 

Théorème Vil. — Soient, pour le polynôme 
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m! le nombre minimum des permanences de signes^ et m" le nombre minimum 
des variations de signe entre les coefficients successifs des puissances descen- 
dantes de X, Alors, dans l'équation 

(m/|) F(a') — o, 

le nombre des racines négatives sera égal ou inférieur à m\ le nombre des 
racines positives égal ou inférieur à /n*, et le nombre des racines imagi- 
naires égal ou supérieur à la différence 

m — {ni ->r m"). 

Démonstration, — Pour établir la première partie du théorème, j*obscrve 
que, si l'on appelle /*, /i', A% ... les racines négatives de Kéquation (ïi4U le 
polynôme ¥(jr) sera divisible par le produit 

{ .r ^ h) {x -h h' ) [ jr -h h" ) . . . . 

Nommons Q le quotient. D'après le corollaire du théorème précédent, le 
nombre maximum des variations de signe dans le polynôme F (a-) sera égal 
ou inférieur au nombre maximum de ces variations dans le polynôme Q, 
et par conséquent au degré de ce dernier polynôme. Par suite, le nombre 
minimum des permanences de signe dans le polynôme V{jc) sera égal ou 
supérieur à la différence entre le nombre m et le degré du polynôme Q, 
c'est-à-dire au nombre des racines réelles et négatives de l'équation 

(ii4) ¥{jr) :o. 

Pour démontrer la seconde partie du théorème VII, il suffira de remarquer 
que, en écrivant — x au lieu de a: dans l'équation (i i4 ), on change à la fois 
les racines positives en négatives, les variations de signe en permanences, 
et réciproquement. 

Enfin, comme cette équation, étant du degré /m, doit avoir m racines réelles 
ou imaginaires, il est clair que la troisième partie du théorème est une con- 
séquence immédiate des deux autres. 

Corollaire, — Pour montrer une application du théorème précédent, con- 
sidérons en particulier l'équation 

( 1 1 5 ) X"' -h i -— o. 
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On trouvera : i*» en supposant m pair, 



m'=o, Tw^^^o; 



2" en supposant m impair, 



m'=zi, ni" =.0, 



Par suite, l'équation (1 15) n'a point de racines réelles dans la première hypo- 
thèse, et ne peut en avoir qu'une dans la seconde, savoir, une racine réelle 
négative. 



OEupres de C. — S. Il, t. \\\. •'>4 
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NOTE IV. 

SITU LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION ALTERNÉE 

(> — -T) (s -.r) (s — a-)...(t'-"j-)(i'— rX" — *) ..(•' — «). 



Désignons par 9 la fonction dont il s*agit. Ainsi qu'on l'a déjà remarqué 
((iliap. III, § II), chaque terme de son développement sera équivalent, abs- 
traction faite du signe, au produit des diverses variables rangées dans un 
certain ordre et respectivement élevées aux puissances marquées par les 

nombres 

o, I, a, 3, . . ., n — ï. 

De plus, il est aisé de voir que tous les produits de cette espèce peuvent se 
déduire les uns des autres à Taide d'un ou de plusieurs échanges opérés 
entre les variables prises deux à deux. Ainsi, par exemple, on déduira le 
produit 

d'un quelconque des produits de même forme, en faisant passer successive- 
ment par de semblables échanges la lettre j: à la première place, puis la 
lettre y à la seconde, puis la lettre c à la troisième, etc. Comme d'ailleurs 
la fonction 9 change de signe, en conservant au signe près la même valeur, 
toutes les fois qu'on échange deux variables entre elles, on devra conclure : 
i*» que le développement de cette fonction renferme tous les produits ci- 
dessus mentionnés, pris les uns avec le signe -h, les autres avec le signe — ; 
2<» que, dans le même développement, deux produits, choisis au hasard, 
sont affectés du même signe, ou de signes contraires, suivant qu'on peut les 
déduire l'un de l'autre par un nombre pair ou par un nombre impair 
d'échanges. £n partant de ces remarques, on établira sans difficulté la propo- 
sition suivante : 
Théorème I. — Joignez au produit 

tous ceux que l'on peut en déduire à l*aide d'un ou de plusieurs échanges 
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successivement opérés entre les variables 

X, y, z, . . . , M, r 

prises deux à deux. Le nombre des produits que vous obtiendrez sera 

1 .2.3. . .(/i — i)n, 

et ils se partageront en deux classes distinctes, de telle manière qu'on ne 
pourra jamais déduire l'un de l* autre deux produits dUine même classe que 
par un nombre pair d'échanges, ni deux produits de classe différente que 
par un nombre impair d'échanges. Cela posé, si l'on ajoute tous les produits 
d'une classe pris avec le signe -f- aux produits de Vautre classe pris avec le 
signe — , on trouvera pour somme, suivant qu*on donnera le signe -h aux 
produits d^une classe ou à ceux de l'autre, soit le développement de -\- 9, soit 
le développement de — <p. 

Il suffit évidemment d'avoir égard à la proposition précédente pour con- 
struire le développement de la fonction alternée 4- 9. Toutefois on doit 
remarquer encore un autre théorème, à Taide duquel on peut décider immé- 
diatement si deux produits, pris au hasard dans le développement dont il 
s*agit, s'y trouvent affectés du même signe ou de signes contraires. Nous 
nous contenterons d'énoncer ici ce second théorème, sans en donner la dé- 
monstration qu'on déduira sans peine des principes que nous avons exposés. 

Théorème II. — Pour décider si, dans le développement de la fonction 
alternée zh <p, deux produits de la forme 

sont affectés du même signe, ou de signes contraires, on distribuera les va- 
riables 

en plusieurs groupes, en ayant soin de faire entrer deux variables dans un 
même groupe toutes les fois qu'elles porteront le même exposant dans les deux 
produits que Von considère, et formant un groupe isolé de chaque variable 
. qui n'aura pas changé d'exposant dans le passage du premier produit au 
second. Cela posé, les deux produits seront affectés du même signe, si la dif- 
férence du nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre 
pair, et ils seront affectés de signes contraires, si cette différence est un 
nombre impair. 
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On Tacilitc l'usage Ou ihéorème qui précède, en écrivain les deux produite 
l'un sur l'aulre, cl rangeant dans chacun d'eux les variables d'après l'ordre 
de grandeur des exposants qu'elles portent. 

Pour appliquer à un exemple les deux théorèmes ci-dessus énoncés, consi- 
dérons en parliculier cinr] variables 



Le produit de leurs diiïérences, ou, si l'on veut, la Tonclion alternée 

I y _ ,r) (= - X) (= -y)(u- X) (M -/)(«- -) {V - X) (^- - y) (.■ - =) (.- - .,). 

fournira un développement composé de cent vingt lenncs respectivemeni 
égaux à cent vingt produits dont soixante seront précédés du signe -i-, ei 
soixante du signe — . L'un <les produits aiïeclés du signe -t- sera celui qui n 
pour Facteurs les premières lettres des binâmes 

y-X, z-Jr, =-/, .... .•-«. 

savoir 

Pour juger si un autre produit tel que 



doit être pris avec le signe + ou avec le signe —, il sulïira d'observer que, si 
l'on compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des 
mutations qui ont lieu entre les variables données lorsqu'on passe de l'un à 
l'autre, on sera conduit à partager ces mêmes variables en trois groupes, dont 
l'un renfermera la seule variable j-, un second les trois variables _>', s, r, et 
un troisième la seule variable u. Si du nombre des variables égal à 5 on 
retranche le nombre des groupes égal à 3, on aura pour reste a, c'est-à-dire 
un nombre pair. Par conséquent les deux produits devront être aiTectés du 
même signe; et, puisque le premier est précédé du signe +,le second devra 
l'être également. 
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SUR LA FORMULE DE LAQRANOB RELATIVE A L INTERPOLATION. 



Lorsqu'on veut déterminer une fonction entière de Xy du degré /* — i, 
d*après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, il 
suffit d'avoir égard à la formule (i) du Chapitre IV (§ I). Celte formule, 
donnée pour la première fois par Lagrange, pourrait facilement se déduire 
des principes exposés dans le paragraphe I du Chapitre III. En effet, dési- 
gnons par 



(I) 



« = «-+- bx -+- cx^-k- , . . -4- ^J?""' 



la fonction cherchée, et par 



''o> ^\9 Wî> • • • » ^n-\ 



ses valeurs particulières correspondantes aux valeurs 



•^0» «^îf «^Jî 



•^rt— 1> 



de la variable x. Les inconnues du problème seront les coefficients a, by 
c, . . ., A des diverses puissances de x dans le polynôme w; et Ton aura, pour 
déterminer ces inconnues, les équations de condition 



(a) 



Wo 


a -h bxQ 


-hc^cj 


-4-. 


• . + A<-', 


"l 


a -f- bxi 


-H Cx\ 


-h. 


..+ hx1-\ 


«1 


a -4- bx^ 


-hcj?î 


-f-. 


.•. + Ax;-', 


Un- 


-, a-^-bXn. 


-;-+-^^J- 


.1-+-- 


..+ii^';,z\- 




• t ■ 


1 • • « • 


■ t 


» . • • 



Cela posé, pour obtenir la valeur explicite de la fonction w, il s'agira unique- 
ment d'éliminer les coefficients a, 6, c, . . ., A entre les formules (i) et (a). 
On y parviendra en ajoutant l'équation (i) aux équations (a), après avoir 



kSO 
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multiplié ces dernières par des quantités choisies de manière à faire dispa- 
raître la somme des seconds membres. Soient 

les quantités dont il s*agil. On trouvera 

u — XoWo— 'X,W|— X,Mi — . . .— X„_, w«_, 

" ( ï — Aq A| — A.J — . . . — A/i — 1 ) Q 

4- (X — Xq \q — ^'^i X| — JTj Xj — ... — '^n — i X;,« 1 ) O 

-t- (.T — Xq Xo *^i Xi — J~j Xj — ... — x^_^\„-l)c 



-+- 



H- (x** — Xq Xo — Xj Xj X, Xj — ... — x„., Xrt_|)/« 



et, par suite, 

(3) 



a :=- XoWo-h X|M,-h XjM,-f- . . .H- X„_, Wrt_,, 



attendu que les quantités 

Xq» Xi, Xj, •••» X/,_i 

devront être assujetties au\ équations de condition 



(4) 



X,+ X, + X, 

Xq Xq "f- X| JVj —f- Xj iVj 

xJXo-f-xîX, -+-xîXj 



. . . -f- Xn — ( An— j ^^ X, 

. . . -H X,,_ , A,g- 1 ^^ X ^ 
% 



1 %Vq \.q "t~ X j Aj "+" X j Aj ~T~ ... ~T~ X^ _ I A^ — ï 



x'»-'. 



Si l'on résout ces nouvelles équations par la méthode exposée dans le Cha 
pitre III (§ I), on obtiendra les formules 

(X— X,)(X — Xj). . .(X — X;,_,) 



(5) 



Y — ^1 ".'Z 



X, r 



(Xq — X| ) (Xq ^x) ' • '(-^0 ^/i-l ) 
(X '— Xq ) (x — Xj ) . . .(X -- X „_i) 

( Xi X(> ) ( X| Xj ) . . . ( Xj X„_i ) 



x»-i — r~ 



(x — XoUx — X, ). . .(x -- X^_j ) 



('^n—\ -''o ) l-^/i-l — X, ) . . . (X;,_, X;,_j ) 

en vertu desquelles l'équation (3) se réduit à la formule de Lagrange. 
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Au reste, la formule de Lagrange est comprise dans une autre plus géné- 
rale à laquelle on se trouve conduit, lorsqu'on cherche à déterminer, d'après 
un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, non plus une 
fonction entière, mais une fonction rationnelle de la variable x. Concevons, 
pour fixer les idées, que celte fonction rationnelle doive être de la forme 

a-\' bx -^cx^-\- . . ,-\- hx^'^ 

Alors les inconnues du problème seront les coefficients 

a, by Cy ..., /i, a, 6, y, ..., 

ou, pour mieux dire, les rapports 

abc h <x S y 

a a a ol cf. ol tx et 

dont le nombre est n -f- nu 11 est aisé d'en conclure que la fonction u sera 
complètement déterminée, si Ton en connaît /i 4- m valeurs particulières 



n-¥m—\9 



(7) ''o> «1» "i, ..., " 

correspondantes à n-f- m valeurs 

(8) x„ x„ X x„^„._, 

de la variable x. On arrive encore aux mômes conclusions, en faisant voir 
qu'une seconde fonction rationnelle de la forme 

> . a' -\-y X -\-d x^-^- . . .-\- h' x''-^ 

^ ^ a'-hê'a-4-y'^*-i-.. .^ h' x'" 

ne peut satisfaire aux mêmes conditions que la première, sans lui être iden- 
tiquement égale. Supposons, en effet, que les fractions (6) et (9) deviennent 
égales entre elles pour les valeurs particulières de x comprises dans la 
série (8). L'équation 

(a 4- 6 jr-4-. . .-4-// a:'»-M(a'-h6'j?-f-. . . 4- b^ x"") 
(10) \ 

— (a' -h ^'^ 4- ... -f- h! x""-^ ) ( a 4- 6 a: 4- . . . 4- a-"») = o, 
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subsistant alors pour /t + m valeurs de la variable, tandis que son degré reste 
inférieur à /i + m, sera nécessairement une équation identique; d*où il suit 
qu*on aura identiquement 

a -^ €j: -*- y^*-r . . .-r 6'x'" a'— c\r -i- y\r-^ . . . -t- ô' j*" 

On ne peut donc résoudre que dune seule manière la question proposée. On 
la résoudra effectivement en prenant pour valeur générale de u la fraction 

(j' — ^m-t-l)(''^ *^m-«-l ) • • • ( -^ — '^m-*-n-l) 

"o "i • • • "m 



{Xq Xfff^i ) . . . { Xo Xfff^^^i ) . . . ( Xfff J",„^| ) . . . ( JT^ J"^ + „_| ) 



( Xo — *r ) ( X, — X ) . . . ( X«_, — X ) 



é \ J • • • 

( «^o *^m ) • • • ( J^o X^^^_| ) . . . ( X ff^ — \ Xff^ ) . . . (X^_| X^^„_| ) 

dans laquelle le dénominateur doit être remplacé par Tunité, lorsqu'on sup- 
pose m=:o, et le numérateur par le produit m,£/, . . . «/„, lorsqu'on suppose 
/i zn I. Cela posé, on trouvera, pour m = o, 

(x — x,)(x — X,). . .(x — x„_,) 
(la) M — Mo — --+-...; 

pour m = I, 

( X ~ X, ) ( X — X, ) . . . ( X — x„ ) 

f'of^iz -" : ; "+" • • 

_ ____(Xo— X,)(Xo— X, )...(Xo— X„)(X, --Xj)(X,— X,)... (X,— x«) 



Xq ~~~" •J'^ *^1 "~^ X 

( *^o »^i ) ( *^o — «^ï ) • • • ( *^o — *^« / ( '''i *^o ) ( *^i — *^î ) • • • V '^I *^'» / 

pour /i = I, 

"o "l • • • "m 



(i4) M^ — - 



( Xo — X ) ( X, — X ) . . . ( X,„_, — X ) 



Dans chacune des formules précédentes, on complétera sans peine le numé- 
rateur ou le dénominateur de la fraction qui représente la valeur de k, en 
ajoutant au premier terme do ce numérateur ou de ce dénominateur tous 
ceux qu'on peut en déduire à Talde d'un ou de plusieurs échanges opérés 
entre les indices. Par exemple, si l'on suppose en même temps m=ri et 



9 
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« = ■>., on trouvera, pour la valeur <ie h cumplùtetnenl dôveloppée, 



Il est bon de remarquer que la formule (il*) est celle de Liitrraiigc, et que 
pour en déduire la formule {i^) il suflil de remplacer n — i par m, puis de 
prendre pour inconnue la fonction - supposée entière, au lieu de la foiic- 



^3V 
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NOTE VI. 



DES N0MBHK8 riOTRKS. 



On appelle nombres y/^w/e^ du premier, du second, du troisième ordre, etc. 
ceux qui servent de coefficients aux puissances successives de x dana les dé- 
veloppements des expressions 

(i-i-.r)*, (i-ho-)'^, (i-i-J")'\ .... 

(]etle définition fournit un moyen facile de les calculer. En effet, nous avons 
prouvé, dans le Chapitre VI (>^ IV), qu'on a, pour des valeurs réelles quel- 
conques de [i. et pour des valeurs numériques de x inférieures à Tunité, 



(I) 



1 M -^- .r)H-- I 

< 



f^ „ , f^<.^" .2 



I .5i 



•X 1 • • . 



jUL ( a - - I ) / . . 1 ;jL /* H- I ) 



I . i . 3 



n 



Si dans Téquation précédente on pose fx- -{ni^-x), m désignant un nombre 
entier quelconque, on trouvera 



{>') 



\ i'-^-^) 



-m-i 



m - I 



: - I 



- ^ -t- 



ni ^ i^ {m •} '\) 



I .'i 



— - x^ — 



^m ~\- \^ \ m -^ i) . . .\m -^ n\ 



1.2.3 



X 



H — 



n 



Comme on a d'ailleurs évidemment 



; i m -^ \ ) ( m ~h '?.) . . . { m -^ n) i . T . 3 . . . m ( /;i — i ) . . . ( /;i — //) 



(3) 



I . •>. . 3 . . . // 



( 1 . 2 . 3 . . . //^ j ( 1 . 2 . 3 . . . /n 

( // -^- l) ( /? -+- 2 ) . . . f Aï — /??) 

1 , 2 . 3 . . . /;i 
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il en résulte que l'équation (2) peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

1.2.3. ..m 2.3.^. . .(m -\- i) 

(l _^- j:)~W-î-r ; 1 . — - jc 

1 . 2 . 3 . . , /;^ 1 . 2 . 3 . . . //i 

, ^ 3.4.5. .. (/n -h2) ^^ _ /? (/i 4-i)...(/t4-m — i) ^^^., 

1 . 2 . 3 . . . /?i 1 : 2 . 3 . . . /;< 

, (n ~\- }) {n -\- 2). . .( n -h m) 

— t— : r^ ~7' 

1.2-3.. .m ' 

Les cf^efficienls numériques des puissances successives de x dans le second 
membre de cette dernière formule, savoir 



(5) 



1 . 2 . 3 ... m 2. 3.^... {m -ht) n { n -\- 1) . . . { n -\- m — i) 



ï ..., - — . — , 



1 . 2 . 3 . . . //i 1.2.3.../// 1 . 2 . 3 . . . /// 



sont précisément les nombres figurés de l'ordre m. La suite de ces mêmes 
nombres ou la série (5) s'étend à Tinfini. Son /i'*'"*' terme, c'est-à-dire la frac- 
lion 

n(n-\-i)...(n-hni — i) 
, 

i .2.6. . .ni 

est à la fois le coefficient numérique de x"-^ dans le développement de 
(i-h^)""'~S et le coefficient de x"^ dans le développement de (14-^)'*+'"-*. 
De plus, si dans la Série (5) on fait successivement 



m —\y //i — 2, m --- 3, 



• » 



on obtiendra : 1° la suite des nombres naturels ou figurés du premier ordre 

1, "S, «}, k^, ..., II'. . . . , 

lî* la suite des nombres qu'on nomme triangulaires ou figurés du second 

ordre, savoir 

r. ^ n(n -4- 1) 

I, 6, b, 10, ..., — r.,~"' '"y 

3'» la suite des nombres qu'on appelle pyramidaux ou figurés du troisième 

ordre, savoir 

n{n -hi)(n -h 2) 

1, 4» 10» 20, ..., r, î • • •> 

1.2.3 
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Si l'on écril ces différentes suites au-dessus les unes des autres, en les faisant 
précéder par une première suite composée de termes tous égaux à l'unité, 
et plaçant, en outre, le premier terme de chacune d'elles sous le second 
terme de la suite immédiatement supérieure, on obtiendra le Tableau sui- 
vant : 

■> 



(G) 



I, 


I, 


I, 


I, 


. . . , 


I, 


2, 


3, 


4, 


• • • ♦ 




I, 


3, 


6," 


♦ • • f 






i> 


4. 


. . . , 

• • • * 

• • • • 



Les nombres renfermés dans la (/i -+- 1)'*""^ colonne verticale de ce Tableau 
sont les coefficients de la /i'*™" puissance d'un binôme. Pascal, dans son 
Traitf^ du triangle arithmétiquey a donné le premier la loi de formation de 
ces mêmes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule établie 
d'après cette loi peut être étendue à des puissances fractionnaires ou néga- 
tives. 

Plusieurs propriétés remarquables des nombres figurés se déduisent immé- 
diatement de la formule (4) du Chapitre IV (§ 111). Concevons, par exemple, 
que, après avoir remplacé dans cette formule n par /* i, on v suppose 



X—- m -\- \y 



y =- m' 4- I , 



/w, m' étant deux nombres entiers quelconques, on trouvera 



(7) 



' ( /;i -I- m ' -f- 7. W /?? H- /^?' ^- 3 ) . . . ( m - H m ' ^ n) 

( 

I . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 

( /?i -I- I ) ( m -h 2 ) . . . ( m -•- Al — I ) 

I . 2 . 3 . . . ( /* — I ) 

( m -h I ) C //i -h 2 ) . . . ( w H- /i — 2 ) m' A- 



H- 



1 . 2 . 3 . . . ( /l — 2 ) 



m 



1 (m'-h i) ( m'-H 2). . .(m'-f- /i - 2) 



I I . 2 . 3 . . . ( /l - 2 ) 

(m'-h ïU/w'h- 2). . .(m'-+- n — i) 
I . 2 . 3 . . . ( /i — 1 ) 
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puis, en faisant /w'i= o. 



f (m ~{- 2) ( m -^ 3) . . ,{m -h n) 
1 . 2 . 3 . . . ( /A — I ) 

(m -h \) {m -h 2). . .(m -h n -— i) 



(8) 



1.2.3. ..(/A — l) 

{ m -h i) { m -\~ 2) . . .{m 



-h n — 2) 



1 .2.3. . .{n — 2) 



m -h I 



-hi. 



De même, si, après avoir remplacé dans la formule (4) (Chap. IV, § 111) 
n par /i — r, on fait en outre 



j?z=zm-hi, / =^ — (/w'-Hi), 



on en conclura 



I (m — m' ) (m — m' -\- i). . .{m — m' -h/i — 2) 

1 . 2 . 3 . . . ( /* — I ) 

_ (m-4-0CmH-2)...(/n-+-/i — 1) 

1.2.3. ..(/l — I) 

(m-f-i)(m-i-2)...(m-i-/i — 2) m' -\- 



(9) 



I .2.3. . .(/i — 2) 



\ 



m -\- i (m' -h i)ni' . , .'{m' — « -h 4 ) 

1 1.2.3. ..(/A — 2) 

( m' -^ i)ni' , . . (m' — /i 4- 3) 



1 . 2 . 3 . . . ( /i — I ) 



Lorsque dans Téquation précédente on suppose m'^m, et en même temps 
/i = /w'h- 2, on trouve 



o ^r 



(m -\- i). , .{m -\- n — i) /n'-hi (m -h i). . .(/w H- /i — 2) 



I.2.3...(/l — l) 



I j.2.3...(/e — 2) 

{m'-\-î)m' (m-h i), , ,(m -\- n — 3) 



1 .2 



1.2.3. ..(/2 — 3) 



(•o) ', 



m' -h i (m -4- i) . . . (m -H /i — m' — i) 

1 1 .2.3. . .(/i — m' — i) 

( m 4- 1 ) . . . ( m -h /* — m' — 2 ) 



1.2. 3. ..(/A — m'— 2) 
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Enfin, comme les équations (S) el (lo) peuvent s'écrire ainsi qu'il suit 

. 1.2.3. ..m 2.3.4. ..( 771 ^-0 



^ 1 . 2 . 3 . . . //^ 1 . 2 . 3 . . . A/i 

( ïO ' 

1.2.3.../;! 1 . 2 . 3 . . . ( //i -t~ I ) ' 

n . . A n -^- m - 1 ) w ' -f- 1 {n — \^ . . .{n -^ m — i\ 

O — ;. rT— h . . . 

\ .'À.6. . . m I \ ,1.6» . . m 

///-+- I ( n - - m') ... ( n -^ m ~ - m' — i "l 

(12) ' :- ^— 

I 1 . 2 . 3 ... /Il 

( /î — m' -}).,.( n -h m ' m' - 1^ 

1.2.3...//* 

il ost clair qu'elles entraîneront les doux propositions que je vais énoncer : 

Théorème I. - Si , après avoir jormé la suite des nombres figurés de 
l'ordre //i, on ajoute les uns aux autres les n premiers termes de cette suite, 
on obtiendra pour somme le n'^'"^ nombre figuré de l'ordre //i - 1. 

Théorème 11. — 5/ l'on désigne par /w, m' deux nombres entiers assujettis à 

la condition 

m' .//i, 

et que dans le développement de (1 — ^•)'"'^' on remplace les puissances suc- 
cessives de X par //«'-r 2 termes consécutifs pris dans la suite des nombres 
figurés de l'ordre m, on obtiendra un résultat égal à zéro. 

Corollaire /. -- Si l'on suppose que les diirérents termes de la suite 

: i3 1 ^/q, «I, ^1, . . ., a,,^ 

représentent successivement les nombres naturels, les nombres triangulaires 
el les nombres pyramidaux, on trouvera dans le premier cas 

(i4) «/i - 2^^„.^-^ a,,_2 o, 

dans le second 

(i.">) «;, — 3a„. i— 3a„_2— ^,, 3--0, 

et dans le troisième 

(161 a^— 4^/1 I -^6rt,,..2-- 4^«-3-f-^«--v — o. 
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La première des équations qui précèdent se confond avec la formule (3) du 
Chapitre XII (§1). 

Corollaire IL — Si Ton désigne généralement par 

(|3) ^0» ^1» ^2» •••» ^rtf ••• 

les nombres figurés de Tordre m, 

1^17) (X^J (X^ X 9 M J OC y . . . f a f^ JC y « . . 

sera une série récurrente dont l'échelle de relation aura pour termes les 
quantités 

/w -h I ( /?t -+- I ) m {m -^ \) m(m ■ \) 

{ lo) I , — > -h ? ^ > -+-..., 

1 1,1 1.2.0 

c'est-à-dire les coefficients des puissances successives de œ dans le dévelop- 
pement de (i — j:-)"*-^'. Ainsi, par exemple, la série 

I , O JC ^ \J JU y 1 O >JC y . . . f 

dans laquelle les puissances successives de x ont pour coefficients les 
nombres triangulaires, est récurrente, et son échelle de relation se com- 
pose des quantités 

I, — 3, -h 3, — I. 

Parmi les propriétés principales des nombres figurés, on doit remarquer 
encore celles que présentent les équations (7) et (9), lorsqu'on leur donne 
les formes suivantes : 

/l ( /2 H- I ) . . . ( /l -f- /?? -4- w ') 

l.2.3...(/7î-h//î'-hl) 

n(n ~\-\) . . ,(n -Jr m — 1) i.2.3.../w' 

1 . 2 . 3 . . . //t 1 . 2 . 3 . . . f/i' 

09^ \ (n — \)n...(n-hm — 2) 2.3.^. . .(//i'-^- i) 

I .2.3. . . m I .2.3. . .m' 



1 . 2 . 3 . . . w n( n -{- i) . . .(ft -^ m' — i) 
i .2.3. . , m 1 . 2 . 3 . . . //< 
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t}...{'»' n^i) i^.\..,l,^ 
■i.3...1«--al i.^.'i... 

<■).. .{m-i> 4-:i> \.■^.^..m 



Ajoutons i|ue, <l)ins la suilo des 
terme éi]uivaut ii la somme (lo 
li'"" puissance il'un liinflme. E 
!) III) on suppose à la fois j 

/ .,«U«-ii...i«--i"> 



inmtircs l))(urés de l'ordre n, le ( n -<- i y'"" 
carrés des coeflicients que renferme la 
elTei, si dans la foriniile i t m Chap. IV. 

, )■ ■ n, on trouvera 



M") 



^C) 



NOTE VII. kkl 



NOTE VIL 



DES SERIES DOUBLES. 



Soient 



(0 



Wo, «i, w„ 

"i» "n '^'tf 

«;» "î, w;» 



des quantités quelconques rangées sur des lignes horizontales et verticales, 
de telle manière que chaque série horizontale ou verticale renferme une 
infinité de termes. Le système de toutes ces quantités sera ce qu'on peut 
appeler une série double; et ces quantités elles-mêmes seront les différents 
termes de la série, qui aura pour terme général 






m, n désignant deux nombres entiers quelconques. Cela posé, concevons 
que Ton représente par 



A m) 



la somme des termes de la série (i) qui se trouvent compris dans le Tableau 
suivant 



(2) 



«0. 




«1. 




«». 






W«-1, 


<. 




«î. 




«;. 






* 

«n-I. 


«ô, 




<. 




«;. 






<-.' 


♦ • f 




• • > 




• • 9 






• • • • • 


u'r 


-1) 

9 


!/','«' 


-1) 

9 


^(m- 


-1) 

9 




"«-1 9 



c'est-à-dire des termes qui portent à la fois un indice inférieur plus petit 
que n et un indice supérieur plus petit que m. Si la somme des termes res- 
tants, pris en tel ordre et en tel nombre que Ton voudra, devient infiniment 
petite pour des valeurs inflniment grandes de m et de ai, il est clair que la 
somme s\!^^\ et toutes celles qu'on pourra en déduire en ajoutant à s^^^ quel- 
ques-uns des termes exclus du Tableau (2), convergeront, pour des valeurs 
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croissantes de m et de /i, vers une limite fixe s. Dans ce cas, on dira que la 
série (i) est convergente^ et qu'elle a pour somme la linnite s. Dans le cas 
contraire, la série (i) sera divergente, et n'aura plus de somme. 

Lorsque les termes exclus du Tableau (2), étant ajoutés les uns aux autres 
en nombre arbitraire, ne donnent jamais, pour des valeurs infiniment grandes 
(le m et de /z, que des sommes infiniment petites, on peut en dire autant a 
fortiori de ceux d'entre les mêmes termes qui appartiennent à une ou à plu- 
sieurs colonnes horizontales ou verticales du Tableau (i). Il suit immédiate- 
ment de cette remarque que, si la série double comprise dans le Tableau (i) 
est convergente, chacune des séries simples comprises dans les colonnes 
horizontales ou verticales du même Tableau le sera pareillement. Dési- 
gnons, dans celte hypothèse, par 

5(m) 

le résultat qu'on obtient en ajoutant les sommes des m premières séries 
horizontales du Tableau (i), c'est-à-dire les m premiers termes de la série 
simple 



(3) 



Ui 



M. 



Ui 



w'o -h ^i -h u\ 



u. 



u 



u, 



et par 



le résultat qu'on obtient en ajoutant les sommes des n premières séries ver- 
ticales, c'est-à-dire les n premiers termes de la série simple 



(4) 



Ui 



u. 



u. 



W|-h M| -^ M, 4-. 



"î-h W,-h f/J-f-. . ., 



v<'"^ sera évidemment la limite de l'expression 5^"*^ pour des valeurs crois- 
santes de /i, et Sn la limite de la même expression pour des valeurs croissantes 
de m. Par suite, il suffira de faire croître indéfiniment m dans ^f"») et n dans 
.ç„ pour faire converger s^^^ et s^ vers la limite s. On peut donc énoncer la 
proposition suivante : 

TafiORËMB L — Supposons que la série double comprise dans le Tableau (1) 
soit convergente : et désignons par s la somme de cette série. Les séries (3) 
et (4) seront également convergentes, et chacune d'elles aura encore pour 
somme la quantité s. 

Concevons maintenant que les valeurs numériques des quantités comprises 
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dans le Tableau (i) soient respectivement désignées par 

Po> Pu Pî» • • •> 
/^\ / Po» pi» Pî» • • •' 

rx" rv" fï" 

Po' Pi» Ps» • • * » 

Les termes du Tableau (i) qui se trouvent exclus du Tableau (2), étant 
ajoutés les uns aux autres en tel nombre que Ton voudra, fourniront évi- 
demment une somme inférieure ou tout auplus égale (abstraction faite du 
signe) à la somme des termes correspondants du Tableau (5). Donc, si, pour 
des valeurs infiniment grandes des nombres m et /i, cette dernière somme 
devient infiniment petite, il en sera de môme a fortiori de la première; ce 
qu|on peut encore exprimer en disant que, si la série double comprise dans 
le Tableau (5) est coavergente, la série (i) le sera pareillement. J*ajoute 
qu'on sera complètement assuré de la convergence de la série double com- 
prise dans le Tableau (5), toutes les fois que, les séries horizontales de ce 
Tableau étant convergentes, leujrs sommes, savoir 

(6) PoH-pi-+-pî-i-..., Po + pi-i-Pf-^--» PÎ-^-pî-^-pî-*-• ••» 



formeront elles-mêmes une série simple convergente. En effet, soit, dans 
cette hypothèse, e un nombre aussi petit que Ton voudra. On pourra choisir 
m assez considérable pour que l'addition des sommes 

Po ^^ Pi ^^ Pî ^-•••> Po ^Pl ^ Pi -t-.... 



et, par suite, celle des termes du Tableau (5) affectés d'un indice supérieur 
au moins égal à m, ne produise jamais un résultat plus grand que {s. De 
plus, le nombre m étant déterminé comme on vient de le dire, on pourra 
encore, puisque chacune des séries horizontales du Tableau (5) est conver- 
gente, choisir n assez considérable pour que chacune des sommes 

pn -+- Pn-Hi -H Pn+J -+-..., 
P'n -+- P«+l -*- Pl»+î + • • • > 



-1) 



Vn ^^ rn-k-\ ^^ Pn-^% 

soit égale ou inférieure à — s; auquel cas l'addition des termes qui, dans le 
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Tableau (5), porient un indice supérieur plus petit que m et un indice infé- 
rieur au moins égal à /i, ne produira jamais un résultat plus grand que \b. 
Les deux conditions précédentes étant remplies, il est clair que« dans la 
série (5), les termes affectés d*un indice supérieur au moins égal à m et 
d'un indice inférieur au moins égal à n ne pourront donner par leur addi- 
tion mutuelle qu'une somme tout au plus égale à €. Donc cette somme 
deviendra infiniment petite, si Ton attribue aux nombres m et /t des valeurs 
infiniment grandes, puisque alors il sera permis de faire décroître e au delà 
de toute limite assignable. Donc Tliypothèse admise entraîne la convergence 
de la série (5), et par suite celle de la série (i). En combinant ce principe 
avec le premier théorème, on en déduit une nouvelle proposition que je vais 
énoncer. 

Théorème IL — Supposons que, toutes les séries horizontales du Tableau (i) 
étant convergentes, leurs sommes, savoir 



; ••» 



. forment encore une série convergente, et que cette double propriété des séries 
horizontales subsiste dans le cas même où Von remplace chaque terme du 
Tableau (i) par sa valeur numérique. On pourra dès lors affirmer : \^ que 
toutes les séries verticales sont convergentes; i^ que leurs sommes, savoir 

(4) Wo-+- "o"*" "o-^-- • •» i^i-i- w, -i- w'-f-. . ., Wj-h 1/', -h i/J -h.. ., 



forment encore une série convergente; 3® enfin que la somme de la série (4) 
est précisément égale à celle de la série (3). 

Corollaire /. — Le théorème précédent subsiste lors même qu'on suppose 
quelques-unes des séries horizontales ou verticales composées d'un nombre 
fini de termes. En effet, chaque série de cette espèce peut être considérée 
comme une série convergente indéfiniment prolongée, mais dans laquelle 
tous les termes dont le rang surpasse un nombre donné s'évanouissent. 

Corollaire II. — Soient 

( '^o» ^|> Wj, Wj, . . ., 

(7) ) 

deux séries convergentes qui aient respectivement pour sommes les deux 
quantités s^ s\ et dont chacune reste convergente lors même qu'on réduit 



NOTE VIL 



kk^ 



ses différents termes à leurs valeurs numériques^ St Ton forme le Tableau 



(8) 



«o^o> Wi^'o» «Î^O» «J^'o» 

"O^l» "1*^1, "î«'l, 



on reconnaîtra sans peine que les séries horizontales de ce Tableau jouissent 
des propriétés énoncées dans le théorème II, et que leurs sommes sont res- 
pectivement 



(9) 



^oS, Ci s, V^S, t'j.Ç, 



Par suite, en vertu du théorème II et de son premier corollaire, les sommes 
des séries verticales, savoir 



(lO) 






I 



formeront une nouvelle série convergente; et la somme de celte nouvelh* 
série sera égale à celle de la série (9), c'est-à-dire évidemment au produit w'. 
On se trouve ainsi ramené par la considération des séries doubles au théo- 
rème VI du Chapitre VI {§ III). 

Corollaire III. — Si Ton appelle x le sinus d'un arc compris entnî les 
limites > H- -> et 5 sa tangente, on trouvera 



X 



\Ji — x' 



■=: X{\ — X^) * . 



Cela posé, puisque, en vertu de la formule (89) (Chap. I\, § II), on a, pour 
des valeurs numériques de z inférieures à l'unité, 



arc tang5 = 5 — r ^ -r *" 



-3 



-7 



on en conclura, pour des valeurs numériques de x inférieures à — > 

Sj2 



— -rî \ » 



arcsin^ — arctangx(i — x^) 



= ^(l — J7*) 



O T 
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ou, ce qui revient au mâine. 



^ f! 3^ x^ 3-5-7 ;^ 



<;omine les séries liorizonlalcï% comprises dans le second membre de IVqua- 
lioti précédente remplissent évidemment les conditions énoncées dans le 
ihéoréme II, tant que la variable x conserve une valeur numérique inférieure 
à — I il en résulte que celle équation peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

arcsinj = « + " ^ + — i H' -^ 






(■' 



De plus, si dans la formule (5) du Chapitre IV (§ III) on attribue à y la va- 
leur négative — î, et à j^ l'une des valeurs positives 3, 5, 7. . . . , on en tirera 
successivement 



1.3.5 
" a. 4. 6' 



I par suite on trouvera dplinitivement 



I a 3 a. 4 5 a. 4. 6 7 



NOTE VII. U7 

11 est facile de prouver, à l'aide du Calcul infinitésimal, que cette dernière 

équation subsiste non seulement, entre les limites j:= p> xr=:4--T^> 

y/'i \Ji 

mais aussi entre les limites j: = — i, amz-f- 1. 

Corollaire IV. — En vertu de la formule (20) (Chap. VI, § IV), on a, pour 
toutes les valeurs de x renfermées entre les limites — 1 et -h i, 



(i-+-x)ï^- 



- = or - ^ (I - fX) -h y (1 - fx) ^1- i fxj -h. . ., 



ou, ce qui revient au môme, 

(l-h^)ï* — I X 



I 

x^ x^ 



2 * 2 



X^ ( \\ X^ n[ ^ \ ^^ 

x^ ( r \\ x^ ,/ I I \ \ x^ ,/ I \ x^ 



Comme les séries horizontales que comprend le second membre de l'équa- 
tion précédente remplissent les conditions énoncées dans le théorème II, 
tant que la variable x conserve une valeur numérique inférieure a Tunité, il 
en résulte que cette équation peut s'écrire ainsi qu'il suit : 

(i-h:r)l* — I X x^ x^ x^ 

~ — ""* "^ ' !" "71" ""~ ""7" "1 • • • 

/X I 2 J 4 

Vx^ f i\x^ f I i\.r^ 1 

(.3) - ^4-^-('-^3)t-^('^^-^3)t— -J 

^V i x^ f \ I i \ x^ "1 

' L1.2 6 \i.2 1.3 2.3/ 4 



H- 

{x^n— I, o^rz-f- l). 

Mais on a déjà trouvé (Chap. VI, § IV, problème I, corollaire II) * ' 

(l4) ^^ = /(i-4-a:) + C[l{^i^x)Y^..., 

l étant la caractéristique des logarithmes népériens. Les formules (i3) el 
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(i^) devant s'accorder entre elles (voir le théorème VI du Chapitre VI, glV^t 
on en conclura, pour toutes les valeurs de x renfermées entre les limites — i 

(»l -f- 1, 

,, . x' a;* J7* 

/(i-hx)=a: h-« 7--4-..., 

\ 1 3 n-^ij n 

' r // Ml I X» / I I I \ X* 

2.3*- -" 1.2 3 \i.a 1.3 2.3/ 4 



Dans ce qui précède, nous n'avons considéré d'autres séries doubjes, con- 
vergentes ou divergentes, que celles dont les différents termes sont des 
quantités réelles. Mais ce qui a été dit à l'égard de ces séries peut également 
s'appliquer au cas où leurs termes deviennent imaginaires, pourvu qu'alors 
on écrive partout expression imaginaire au lieu de quantité, et module au 
lieu de valeur numérique. Ces modifîcations étant admises, les théorèmes I 
et II subsisteront encore. C'est ce que l'on démontrera sans peine, en s'ap- 
puyant sur le principe suivant : 

Le module de la somme de plusieurs expressions imaginaires est toujours 
inférieur à la somme de leurs modules. 

Pour établir ce même principe, il suffit d'observer que, si l'on fait 

p(cos0-i-v^^sln5)-hp'(cos0'-hv/~ sinô') -+-. . . 
= K(cosT-i-v/^sinT), 

p, p^ . . ., R désignant des quantités positives, on en conclura 

R« = ( p cos -4- p' cos 5' -h . . . )* -h ( p sin -4- p' sin 0' -h . . . )* 
— p*-+-p'*-i-. . .-+-2pp'cos(0 — ^')-h. . . 

<p*-|-p'*-+-. . .-h2pp'-h. . .= (p-hp' 4-. ..)S 

iM, par suite, 

R < p -+- p' H- 



NOTE VIII. W9 



NOTE Vin. 

SUR LES FORMULES QUI SERVENT A CONVERTIR LES SINUS OU COSINUS DES MULTIPLES D'UN ARC 
EN POLYNOMES DONT LES DIFFÉRENTS TERMES ONT POUR FACTEURS LES PUISSANCES ASCENDANTES 
DU SINUS OU COSINUS DE CE MÊME ABC. 



Les formules dont il est ici question sont celles que nous avons construites 
en résolvant les deux premiers problèmes énoncés dans le paragraphe V du 
Chapitre VII, et qui s'y trouvent affectées des numéros (3), (4), (5), (6), 
(9), (10), (11) et (12). Elles donnent lieu aux remarques suivantes. 

D'abord, si, dans le calcul à Taide duquel on établit les formules (3), (4), 
(5) et (6), on substitue aux équations (12/ du Chapitre VII (§ II) les équa- 
tions (24) du Chapitre IX (§ II), on reconnaîtra immédiatement que les 
mêmes formules subsistent dans le cas où Ton remplace le nombre entier m 
par une quantité quelconque fx, tant que Ton suppose la valeur numérique 

de z inférieure à -t' Ainsi on aura, dans celte hypothèse, 

4 

a. a . - (a -I- 2)a.a(a — 2) . . 

cosax; = I — î— •- sin»5 4- -'- '^ L^^ sin*c 

^ 1.2 I .2.0.4 



(■) 



< 



(fx4-4)(/^H-2)f x./x( /x-2)(fx-4) ,. e, , 

— .-j — ^ — -f, — -^ al II 4» -\- 



(2) 



iinfX5 ^ cos^ jjisins — 



(u-i- 2) a(a — 2) . , 
1 . 2 • o 

(f*+4)(fA-f-a)fA(fx — aH|x — 4) gj 



el 



(3) 



(cos^= = cos=[.- 



< 



I .2.0..-(.>} 



(a-hi)(w — i) . , 
in. Lin : %\i\^z 

1 .2 

(^4-3)(fx + i)(fz -i)(fx-3) ^.^,^ 



n^z — ... I 



1 .2.3.4 



-_ 1 

^ . . . I, 



(4) 



(a-f- i) /JL(fjt — 1) . 
sina^ m asins ^-^ sur;; 



(^-4-3)(fx-i-i)fx(fx- i)(fx-3) 

-+- ;t — - — : s 111 ^ . . . . 

J .2.0.4>3 
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De plus, en verlu des principes établis dans le Chapitre IX (§ II) et dans la 
Note précédente, on pourra développer, non seulement cosfx- et sin/jis, mais 
aussi les seconds membres des formules (i), (2), (3), (4), suivant les puis- 
sances ascendantes de jul; el, comme les coefficients de ces puissances devroni 
alors être les mêmes dans le premier et le second membre de chaque formule, 
on obtiendra, en comparant deux à deux les coeflîcienis dont il s'apit, une 
suite d*équations parmi lesquelles on distinguera celles que je vais écrire : 



(.^) 



(6) 



-1 — 



sin*5 a sin^ 



-^3 



4 



I sm» 

smz 'i ,r- 

a 6 



2.4 sin*5 

1 .3 sin*c 

2 . 4 5 



Nous supposerons toujours ici la variable z comprise entre les limites 



7' 



7: 



y- Mais on démontre facilement à Taide du Calcul infinitésimal que, sans 
4 

altérer les équations (i), (2), (3), (4), (5), (6), ..., on peut y faire croître 

la valeur numérique de z jusqu'à — Ajoutons que, en prenant sins 7= .r, on 

fait coïncider l'équation (6) avec la formule (12) de la Note VII, et Téqua- 
tion (5) avec la suivante : 



(arcsin wt)' — x 



'À X' 



2/j .r' 



2..Î.6 r* 



3 2 3.5 3 3.5.7 4 



(]ette dernière se trouve dans les Mélanges d'Analyse, publiés en 181 5 par 
M. de Stainville, répétiteur à TÉcole royale Polytechnique. 

Concevons à présent que, dans les formules déjà citées du Chapitre VII 
(§ V), on attribue à la variable z une valeur imaginaire. On conclura sans 
peine des principes développés dans le Chapitre IX (§ III), qu'elles ne ces- 
seront pas d'être exactes. Supposons, par exemple, 

* 

z - . y/— I Ix^ 



l étant la caractéristique des logarithmes népériens. Comme on aura, dans 
cette hypothèse, 



cos-s 1= - (e^'-h e"'*) 
2 



sine ie'^ — e~'') 

2 



"- - ( x 
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ol généralement (n désignant un nombre entier quelconque) 



cos n z ^= - ( jc^ -\ |> sin/i5=i^ la:'* ), 

'2 \ X'* ) 2 \ J7'*/ 

on tirera des équations (3), (4), (5), (6) (Chapitre VII, § V) : i« pour des 
valeurs paires de m, 



(7) <: 



X'- " ^ 1/"^ "M" V ^ ^/ 2.4.6.8 V "" ^y 

(/n-f-4)(wH-2)m.m(m-— 2)(m — 4)/ 'V "l 



2.4.6.8. 10. 12 



^».__,^|^^..||::.(^_^|.^ (->' + ^)'^(^-^) /^^_ '^^ 



(8) < \ / L \ / H \ , 

(m-t-4)(/w-+-2)/?i(m — 2)(/w — 4)/ iV 1 

x) J 



2.4.6.8. 10 



2^* pour des valeurs impaires de m, 



x'" H =z I X 

X"' 



(9) < 

(;,, -4-3)(m-f-i)( m -i)(/n- 3)/^ iV 1 

"^ mT6:8 V ~ ^y J' 



.r'« 



->='[?(-^)" '°'"'M.'r"" (-;)' 

(10) < L \ / H \ / . 

( m -h 3) (m -4- 1 j^m ( m_- i )j[m — 3} / __ J. V 1 

2.4.6.8. 10 \ xj • • • J* 

Les formules (9), (10), (11), (12) du paragraphe V (Chap. VII) fourniraient 
des résultats analogues. 

Revenons maintenante la formule (3) du même paragraphe. En vertu de 
cette formule, cosm^ est, pour des valeurs paires de m, une fonction entière 
de sins, du degré m; et, comme cette fonction doit s'évanouir, ainsi que 
cosm5, pour toutes les valeurs de z comprises dans la suite 

(w~i)7r 371 T TT 371 (/;? — i)7r 

— , • • > — ) ) H- > H > • • • ) -h > 

2 m 2 m 2/72 2 m 2 m 2 m 
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il fsl clair ((u'olle sera divisible par chacun des Tucieurs biiiAmes 

, (m-i)T. . 3;: . . r. 

sm:+sin > ..., sin = -t-sin- — > suis + sm — » 

3 m 3 ni a m 

. (w-i):r . 3z . . r. 

siii; — siii ) ..., srii: — siii --< suis — siii — • 

2 m a «I a in 

cl, par conséquent, égale au proiiuil de tous ces Tacteurs hinômes par le 
roelTiciciit numérique de sin"';, savoir 

Un aura donc, pour des valeurs paires de m, 

(il) (OS Ml s = a""-'! sin' siii's 1 1 smi' — - — sin'; I .. . ( sm' — - — ■ — — siii*; 1. 

Par îles raison ne me nls scmhlablos, on tirera des formules (4). (^) et (6) 
(<'liap. VU, § V) : 1° pour des valeurs paires de m, 

(i*) sinm; — 2'"-'sin= cos = ( siii* sin'= j ( sin'^^ — sin' il. . .(sin' — sin-- ) ; 

■i" pour des valeurs impaires de m, 

(i3) ros/»; - 2'"~' cossl siii'^ sin's j I sin' - — — sin's j . . . (sin' — sin': j 



,„ , . / . , air -, \/ -, 'lit ■ , \ f . .im->)r. 
,i,'i) sinwi; = t'"-' sin; (sin'; sin's 1 (sin'-- sin':l .. . Isin' -- ^ — — si 

Si dans les quatre équations qui précèdent on réduit la partie constante de 
chaque facteur hinAme à l'unité, en écrivant, par exemple. 



les facteurs numériques des seconds membres deviendront évidemment 
égaux à ceux des termes qui, dans les formules (3), (.|), (5), (6) du Cha- 
pitre Vil (§ V), sont indépendants de sins ou renferment sa première puis- 
sance, c'est-à-dire à l'unité ou au nombre m. En ronséinience, on trouvera : 
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1° pour des valeurs paires de m, 

sin'5 \ / sin*3 \ / sin's 



(id) cosmz^z/ I \ / * "~ 



2 m y \ 2m/ \ 2 m 

, a^ • . / sin*3 \ / sin-5 \ / sin*5 

2m/ \ 2m/ \ 2m 

2® pour des valeurs impaires de m, 
, , , sin*5 \ / sin*s \ / sin*5 

2m/ \ 2m/ \ 2m 

, «, . . / sin*5 \ / sin-5 \ / sin*5 

(18) sm mz:=: m sm z l i \ / ' ? — 1 ' * * / ' "~ 



. , 27: I I , 47r I 1 {m — 1)7: 

2m/ \ 2m / \ 2 m 



De plus, si Ton observe qu'on a généralement 



. , , . . cos 2 a -^ cos 2 h 
sin'6 — sin'a = > 



on reconnaîtra sans peine que les équations (11), (12), (i3) et {i4) peuvent 
être remplacées par celles qui suivent 



7r\ /. 37r\ / (m — i):: 

C0Sm>5=: 2* I C0S2^ — COS — ) ( C0S25 — COS )• • • ( C0S25 — COS |> 

m 



Z=i2^ ( COS 2^ — COS — I COS 2 5 — COS )•••(< 

--• . / 27r\ / 47r\ / (m- 2)7: 

* Sn)25( C0S25 — COS 1 ( C0S2J — COS j- " ( C0S2-3 — COS - 



Sin/7l^ nz 2 



~i- ( t:\ 37r\ / (/;/ — 2)Tr. 

cos^;i;; = 2 ^ cos j| cos 2 -s — cos — l cos 2 -3 — cos — •••cos 2 s — cos — h 

V m J \ m J \ m 

(20) , 

27r\ / i\T:\ I „^.('" — Ott' 



sin/7i5=2 * sin-sl C0S25 — cos — )( cos 2 5 — cos — ï • • • ( cos2 3 — cos 



m J \ m / \ m 



J 



les deux premières se rapportant au cas où m est un nombre pair, et les 
deux dernières au cas où m est un nombre impair. 
Les douze équations qui précèdent subsistent également, quelles que 

soient les valeurs réelles ou imaginaires attribuées à la variable z. On, peut 

7r / 

donc y remplacer cette variable par z, par y— ' ^«^^ Dans le pre- 

mier cas, on obtient plusieurs équations nouvelles correspondantes aux 
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formules (9), (10), (11), (13) du Ctiapiire VII (g \'). Dans le second cas, 

les équaiions (ig) cl (ao) donnent lespeclivement, pour des valeurs paires 



l .f™ 4- ,^^ - I j- - a cos - H j 1 I x* — 2 ces 1- - j l ■ ■ ■ ( J-' — a cos — 

cl, pour drs Viilcurs impuiros de m, 

te qui s'accorde avec les résultiils obtenus dans le Ctiapilre X (§ II). 

Il nous resle encore ù indiquer plusieurs conséquenres assez remarquables 
que rouniisscnl les équaltons (11) cl (i5), (la) cl (16), (iS) et (17), (i^) 
et (r8). Lorsqu'on développe leurs seconds membres suivant les puissances 
ascendantes de sins, les coefricicnts numériques de ces puissances doivent 
âtre évidemment les m(!mes que dans les formules (3), (4), (5) et (6) du 
Cliapitrc VII (§ V). De celle seule observation on déduira immédiatement 
plusieurs équations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs . 

7: ajt 3j: 4'^ 

On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m, 

\ " 'un' iiH un ' 

(a3) ' 



a)(/«-a_) 



NOTE VIII. 455 

et, pour des valeurs impaires de m, 



(25) 



i m 1 • ♦ '"^ . , Stt . .(m -- 2)iï 



< 



2 m ini 2 m 

w =z 2'""* sifi' — sm' sur- : 

2m 2m 2m 



/ ( /?? 4- 1 ) ( /n — I ) I I I 



(26) •; 



1.2 .,7^ .,371 . .{m — 2)T: 

2 m 2 m 2 m 

(m -^ î)(m — i) I I I 



1.2.3 . . 27r . , 47r . ^(m — i)TC 

sin- — sin' — sin' - — — 

2 m 2 m 2 m 



J'ajoute que, si Ton multiplie par ( — ) les deux membres de chacune des 
équations (2^) ou (26), on en conclura, en faisant croître m indéfiniment, 



(27) 



(28) 



TT» 






I 




I 




I 










I -\- 


— 


-\' 




-H 




H- 


■ • • 


8 






9 




20 




49 






TT» 






1 




1 




1 




I 






I-H 




-+- 


— 


-f- 




-4- 


— 


b 






4 




9 




16 




2D 



(29) 



En effet, considérons, pour fixer les idées, la seconde des équations (24). En 
multipliant ses deux membres par ( — ) > on trouvera 

/^Y /27ry /37ry r (/y<- 2)71 1^ 

TT* / 4_\ _ \fn) 2 \ ^ / . i \ ^w ^ ^ I L 2 m J 

6\ /wV ~ . , TT 4 . %27r 9 . .37r **' /m \* . ,(m — 2)7: 

^ ^ sin'— sin* — ^ sm- — 1) sin* ^^ 

m m m \ 2 / 2 m 

Soit d'ailleurs n un nombre entier inférieur à — • Désignons à l'ordinaire par 

2 

la notation M (a, b) une moyenne entre les quantités a el b. Enfin observons 
que le rapport — — est toujours (voir la page 66) compris entre les limites i, 

91 II JL 

) et que l'on a par suite, pour des valeurs numériques de x inférieures 



cosj: 

. TT 
a -y 
2 



X \x \ \ I 



1— < TT- < — ^- 



s'inx sinjo; cosi^r cos*4x ,7: 

* * * cos'7- 

4 
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Le second membre de l'équation (29) sera évidemmenl la somme des deux 
polynômes 



c 



m / î \m ) i \ m ) 

—1 . _}__.- _|_ ^ ^ ^ _j_ — _ — _ , 

sm'— sm' — sin' — 



R/i-f-OTr"!» . R/1-+- 2)711' rL^'~^^!!l* 

_ . _!.- .-'__ _L_ _'- _ -■ 1_ I , _J .-^__ 

(/*-!)* . ,(/i-t-i)7: (/!-+- 2)' . ,(/i^ 2)7: '*' /m Y , ,(711 — 2)7: 

m m \ 2 / 2//* 

dont le premier, en vertu de l'équation (ii) des Préliminaires, pourra être 
présenté sous la forme 

1-1-7-4 h...-+- -|M/i, 

*' ^ * cos* 

ftl 

tandis que le second, composé de - -~n — i termes, tous inférieurs à —, 

2 nt 
restera compris entre les limites o et - -• Cela posé, Téquation (29) 

deviendra 



cos'- - 
m 



et Ton en conclura immédiatement 



(3o) 14 7 H 1-. . .H ; ~ ->- ( 1 ^^, ) M| I, cos* — ) -M(o,\). 

49 /i* o \ m*/ \ m ) n^ 

Celte dernière formule subsiste, quels que soient les nombres entiers m et ai, 
pourvu que l'on ait -m> n. En outre, il est aisé de voir que, si Ton prend 

constamment pour m le plus petit des entiers supérieurs à n*^ {a désignant 

I NI n m , , 

un nombre compris entre i et 2), les rapports — , — convergeront ensemble, 

pour des valeurs croissantes de ai, vers la limite zéro, et le second membre 

TU* 

de la formule (3o) vers la limite —• Le premier membre devant avoir la 



NOTE VIII. 457 

même liinile que le second, il en résulte : t" que la série 

'- 4' 9' Ttt' ■■■' 7IÏ' 
st-ra convergente, ce que l'on savait déjà {voir le corollaire du théorème III, 
(lliap, VI, § II); a" que celle série aura pour somme ^■ 

L'équation (a8) éianl ainsi démontrée, on en tirera, en divisant ses deu\ 

membres par f\, 

1t' _;^ I 1 I 

â4 — 4 "^ TÔ "^ 36 "^ ■ ■ ■ ■ 
On aura par suite 



Celte nouvelle formule s'accorde avec l'éfiualion (27), qu'on peut déduire 
directement de la première des équations {2^) ou (a6}. 

■Vvant de terminer celte Note, nous ferons remarquer que, pour établir les 
huit formules (3), (4), (5), (6), (9), (10), (ii)et (la) du Chapitre VII (§ V), 
il suffit de démontrer les quatre dernières, et qu'on y parvient très prompte- 
ment en développant les équations (10) du Chapitre IK (§ 1), savoir 

( 3 1 ) 1 + s cos 5 -f- =' cos a 9 -+- s' cos 3 9 + , . . ~ ' —^ ; { s = — 1 , ; = -f- 

^ ' I — ascosô -h =' 

3 3in9 

(32) ssinO-f-s'sinae -t-c'sin39-h.. .1-^ -— — -„ : (3=i— 1, ; _ 4- 

* ' I — a;;cos9 + s' ^ 

Considérons, par exemple, l'équation (33). On en tirera, pour des valeurs 
numériques de z inférieures à l'unité, 

= sînC + j'sinafl + -*sin35 + . . , + j'" sinaHÔ 4- z*"*-' sin(aH -h i)fj -h. . . 

__i i.s'i'9_ 

"~ I + j' a = c<is9 

= sine[;(n- =•)-'-+- 2=*cos9( 1+3»)-' -H 4 s' cose{i + =')-» + ...] 
= sins\ z ~ z^+ z' + .. .± =*■■*' zj: .. . 

-h ros 6 ( a s' — 4 :*+■■■ T a "-'" — ■■■ ) 
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rcra par suit<', en égalant entre mx les coerficii>nls des puis- 
labiés (le :, 



,)5 (-,)■ sln9[i- '"^-"-* 



■* ) a " ( a H -t- 1 1 



Icrnièrt's lormiiles on n'inplaee 1 par z, el tn nti 3« + i (lar m, 
précisémenl les équations (lo) et (ii) ihi (Itiupitre VU (§ V). 
is (9) c\ (13) ilu même paragraphe se dédiiiraienl, par tin calcul 
p la formule (3i). 
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NOTE IX. 



i SUR LES PRODUITS COMPOSÉS D'UN NOMBRE INFINI DK FACTKURS. 



Désignons par 

une suite infînie de termes positifs ou négatifs, dont chacun soit supérieur à 
-- I. Si les quantités 

(/ étant la caractéristique des logarithmes népériens), forment une série con- 
vergente dont la somme soit égale à 5, le produit 

(3) (14- Wo)(n-''i)(i-+- Wj) ...(14- w«_,) 

convergera évidemment, pour des valeurs croissantes du nombre entier n, 
vers une limite finie et différente de zéro, équivalente à e^. Si, au contraire, 
la série (2) est divergente, le produit (3) cessera de converger vers une 
limite finie différente de zéro. Dans le premier cas, on est convenu d'indiquer 
la limite du produit que Ton considère, en écrivant le produit de ses premiers 
facteurs suivi de . . ., comme on le voit ici, 

(4) (' -^ Wo)(i-^«i)(i -^"i) 

La môme notation peut être conservée dans le cas où cette limite s'évanouit. 
Pour que la série (2) soit convergente, il est d'abord nécessaire que, le 
nombre n venant à croître indéfiniment, chacune des expressions 

i{l-^ttn)y i(l-^U„^i), /(l-t-f/n^), ... 

et, par suile, chacune des quantités 
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devienne infiniment pelile. Celle condilion élanl remplie, comme on a géné- 
ralemenl 

»•* ■*•• "T** 

(5) /(,-4- X) ^3 JT-^ - - -h — ^4... 

'À .1 Z| 

(x—— I, .r-:^-hl), 

on trouvera, pour dos valeurs de n très considérables, 



À ^ A 

(6) ' , II 1 



ih £;,, ±: £rt^.,, . . . désignant encore des (|uanlités inllnimenl petites; puis Ton 
en conclura, en représentant par m un nombre entier quelconque, et par 
I -^ £ une moyenne entre les facteurs i ± £„> i — £«-ki. . • . » 

Concevons maintenant que, dans la formule précédente, on fasse croître le 
nombre m au delà de toute limite. Selon que chaque membre de la formule 
convergera ou non vers une limite Hxe^ la série (2) sera convergente ou di- 
vergente. Cela posé, l'inspection seule du second membre suffira pour établir 
la proposition que je vais énoncer. 

TiiÊORfeUE I. — Si la spi'ie (i) et la suivante 

(8) Wq, u^, M,, ..., u„, ... 

sont l'une et l'autre convergentes^ la série (2) le sera pareillement, et par 
suite le produit (3) convergera^ pour des valeurs croissantes de /i, vers une 
limite Jinie différente de zéro. Mais^ si, la série (1) étant convergente, la 
série (8) est divergente, le second membre de la formule (7) ayant alors pour 
limite V infini négatif, le produit {Z) convergera nécessairement vers la limite 



zéro. 



Corollaire L — Si la série (2) étant convergente a tous ses termes positifs, 
ou si elle demeure convergente lors môme qu'on réduit ses différents termes 
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à leurs valeurs numériques, on sera évidemment assuré de la convergence 
de la série (8); et, en conséquence, le produit (3) aura pour limite une quan- 
tité finie différente de zéro. C'est ce qui arrivera, par exemple, si le produit 
en question se réduit à Tun des suivants : 

(' + •) ('-r«)('-^3'0--('-i)' 

Corollaire IL — Comme la série 

1 I I 

I , — > H - ) — -tt: ) • • • 

v/a s/3 v/4 

est convergente, tandis que les carrés de ses différents termes, savoir 



'• V V V '"' 

forment une série divergente, il résulte du théorème 1 que le produit 

« 

a zéro pour limite. 

Corollaire III. — Le théorème I subsiste évidemment dans le cas même où 
parmi les premiers termes de la série (i) quelques-uns deviendraient infé- 
rieurs à —i. Seulement, lorsqu'on admel cette nouvelle hypothèse, on doit 
remplacer dans la série (2) les logarithmes des quantités négatives par les 
logarithmes de leurs valeurs numériques. Cela posé, il est clair que, pour 
des valeurs croissantes de n^ le produit 

<,_.,(,_-)(,_£;)...(,_-) 

convergera, quel que soit œ^ vers une limite finie différente de zéro. 

Corollaire IV, — Toutes les fois que la série (i) est convergente, le pro- 
duit (3) converge, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finie 
qui peut se réduire à zéro. 
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Lorsque la limite du produit (3) est flnie, sans être nulle, on ne peut pas 
toujours assigner sa valeur exacte. Dans le petit nombre de produits de cette 
espèce auxquels correspond une limite connue, on doit distinguer le suivant 



(9) 



<— .(-?;)(-f;)-(-5) 



dont nous allons à présent nous occuper. 

Quand, après avoir posé x=: -> on fait croître n indéfiniment, le pro- 
duil (9) converge vers une limite finie représentée par la notation 



(10) 



I— ^ 1 I I 




^1 



•i*;:* 




.t 



I — 



3*7:^ 



Pour déterminer celle limite, il suffira de recourir à Téquation (i6) ou (i8) 

de la Note précédente. Considérons, pour fixer les idées, Téquation (i6). Si 

z 
Ton y écrit partout — au lieu de 5, on trouvera, pour des valeurs paires 

de /?!, 



(11) sin 5 = m sin — cos -- { i — 

//* ni 




sin' — 



sin' — 
m 



sm- 



sin- — - 
m 



I 



. , ( /;i — 2 ) 7: 



'2 m 



et, par suile (en supposant la valeur numérique de z inférieure à ;:, et le 
nombre m égal ou supérieur à 2), 



(12) /— - 



sin j 



sin- - 
Il I ^' 



h/ I- 



sin- - 
m 



m sin - cos — 



ik 



m 



sur- — 
m 



sin' 



/ I - 



ni 



. . (/;i — 2)7: 

sin' 

2//* 



Soient d*ailleurs n un nombre entier inférieur à -m, 1 -h a une quantité 

2 

moyenne entre les rapports 



/ I- 



snr - 
ni 



sin 



sin* — 
m 



/ I- 



m 



sin 



27: 



/ 



(-i-:) 



/ .- 



^1 



2*71* 
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et 1 -+- 6 une autre quantilé moyenne entre les expressions 




sin 



m 



. - (/i H- i)7r 

sin* 

m 



/ I- 



sin' — 
m 



sin* ^ 

m 



/ 



sin- — 
m 



. _(m — 2)71 
sin^ : 



sin* 



m 



sin* — 
m 



sin' — 
m 



. ,(/! H-i)7r 

sin* 

m 



. , (/e -+- 2)7r 
sin' ^ 



. .(/n — 2)7: 
sxW — 



Le second membre de Téquation (la) sera évidemment la somme des deux 
polynômes 



/ .- 



sm'- 
m 

sm' — 



/ I- 



m' — 

m 



sin 



sm 






-h. ..-4- /| I — 



sm' — 
m 



sin 



/ITT 



sin* 



/ 1 



m 



sin* 



sin*^^ 



H-/ .- 



m 



sin* 



. , (/i -^ 2)7r 

sin*^ — 

m 



-+-.. .-+- /| I 



m 



. - (/W — 2)71 

sin*^^ ^ 

2 m 



dont le premier pourra être présenté sous la forme 



K'-F.)-<'-^)-^- --<'-«4)]c^«>' 



tandis que le second prendra celle du produit 



sin* — 



z 
m 



(^^^)' _^( 



{n -4- 2)7r\* 



ni 



) 



/tt \* ](/* -4- 1)* . ,(/*-hi)7r (/i-h2)* . ,(/i-+-2)7r "* (m \* . . 

( — 1 r sin* ^^ — ^ ' sin*^^ — ( 1 sin* 

\m/ \ m m \2 / 



^^^1 \ 



(m — a)7r 



(>+ê) 



2//I 



que Ton peut réduire (en vertu des principes établis dans la Note précé- 
dente) à 



sin* — 
2 m m 



n* /jr 
\m 



ï(i + 6)M(o,i). 
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Cela posé, l'équation (12) deviendra 



'-:^^==['(-?.)-'(-;^.)--'(-^-)]'-" 



m sin — cos — 
m m 



(i3) 



■;(H-6)M(o, .); 



(S)^ 



et i on en conclura, en faisant, pour abréger, 



• « * 






puis, revenant des logarithmes aux nombres, 

(.5. (,_^)(,-^,)...(,-,$)=/-i^,y-;- 

^ ^\/wsm— cos — / 

\ m m/ 

Supposons maintenant que, la valeur de n étant choisie arbitrairement, on 
prenne pour \m le nombre entier immédiatement supérieur à /i*» (a dési- 
gnant un nombre fractionnaire ou irrationnel compris entre i et 2). Lorsque 

la valeur de n deviendra très considérable, les quantités — » — i» a, o, y, d 

seront infiniment petites, le produit 



sm — 

z z m z 

m sin — cos — := — z cos — 

tn m z m 

m m 



différera très peu de z, et par suite le second membre de Téquation (i5) 
s'approchera indéfiniment de la limite 



sm^ 



Le premier membre devant converger vers la môme limite, on aura néces- 
sairement 

^"^^ ('-S)('-^«)('~34)---"^'' 



NOTE IX. W5 

Cette dernière formule se trouve ainsi démontrée dans le cas où la valeur 
numérique de z reste inférieure à tt. Alors les quantités dont nous avons pris 
les logarithmes sont toutes positives. Mais la démonstration donnée subsiste 
également pour des valeurs numériques de z supérieures à tt, lorsque Ton 
convient de remplacer le logarithme de chaque quantité négative parle loga- 
rithme de sa valeur numérique. En conséquence, Téquation (i6) demeure 
vraie, quelle que soit la valeur réelle attribuée à la variable z. On ne doit pas 
même excepter le cas où Ton supposerait 

k désignant un nombre entier quelconque, puisque, dans celte hypothèse, 
les deux membres de Téquation s'évanouiraient en même temps. 

L'équation (i6), une fois établie, en fournira immédiatement plusieurs 
autres. Ainsi, par exemple, on en tirera, pour des valeurs réelles quel- 
conques des variables x, y, z, 

^^^^ j-. = .(.-^)(.-^)(,-3^)... 

( =K'~0('^0('~À)('^^)('-A)('-^3^)-- 

et 

sinx xi: — xi:-hx2i: — J7 271 + 0? Stt — xSn-^x 



(18) 



siny yTT — /7i-4-/27r— /27r-+-737r — y37r-hy 



Si dans Téquation (17) on fait 5 = -, on trouvera 

TT I 3 3 5 5 7 

22244^6' 

et par suite on obtiendra le développement de - en facteurs, découvert par 
le géomètre Wallis, savoir 

7: 22446688 



• * • . 



^'^^ 2~I 3355779 

On trouverait de même, en faisant 5 = 7-» 

4 

. . 71 I 4 4 8 fe 12 12 16 16 

4 u^j 3 5 7 9 II i3 10 17 

Œuvrai <^ C. — S. Il, t. III. 59 
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Si dans l'équation (i8) on pose à la fois 



X=: Z ei Yz=z -f 

1 '^ 1 



on en conclura 



On pourrait déduire directement la même formule de Téquation (t5) ou (17) 

(Note précédente), en y remplaçant 1 par — > puis faisant converger le 

nombre m vers la limite 00. Observons enfin qu'on tirera de l'équation (16), 
en y supposant la valeur numérique de z inférieure à 7;, 

15»/ I I \ 



Comme on a d'ailleurs, dans cette hypothèse, 






(23) 



z \ I. a. 3 "^ I .2.3.4.5 j .2.3.4.5.6.7 ** / 

_ g« / c» z' \ 

i.2.3\ 4.5 4.5.6.7 ** / 

I / g» V 1^1 "^^ V 

2 \I.2.3/ \ 4-5 * ' / 
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ely par suite (en vertu des principes établis dans le Chapitre VI et dans la 
Note VII) 

, ,^ .sine I 25' I I 2*5* I I 2*5* 

(24) /_-=-- ^ >- 



6 1.2 2 3o 1.2.3.4 3 t\2 1.2.3.4.5.6 '**' 

la comparaison des coefficients des puissances semblables de z dans les for- 
mules (22) et (24) donnera les équations 

I 1 I 

I H 1 1 

^ 2* 3* 4^ 

I I I 

(23) { '^2*^3*^4^ 

f I I 
2* 3* 4* 42 1.2.3.4.5.6 945 



I 2 7:* 
61.2 




TT* 
6' 


I 2*71* 




n' 


3o 1.2.3, 


.4 


90 


I 2* 


TT* 


7r« 



dont la première s'accorde avec la formule (28) de la Note VIII. Les facteurs 

numériques ^j ^> v-> ••• qui entrent dans les seconds membres de ces 

équations sont ce qu'on appelle les nombres de BernouUi. Ajoutons que, si 
Ton désigne par 2m un nombre pair quelconque, on aura généralement 



I I I 



3i« • 5Î/11 • ^ 



ttn 



(26) -i^ ^—.^ 






^tm 3*"* A*"* 



Dans ce qui précède, nous avons seulement considéré des produits dont 
tous les facteurs étaient des quantités réelles, et des séries dont tous les 
termes étaient réels. Mais on doit remarquer : i" que, en vertu des principes 
établis dans le Chapitre IX [voir Téquation (37) du § II, et l'équation (26) 
du § III], la formule (5) subsiste dans le cas même où la variable x devient 
imaginaire, pourvu que son module reste inférieur à l'unité; 2^' que le rap- 
port 

sin5 5* z^ 



1.2.3 1.2.3.4.5 
converge vers l'unité toutes les fois que la valeur réelle ou imaginaire attri- 



/ 
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buée à la variable z s'approche indéfiniment de zéro; 3<* enfin que les équa- 
tions (i5), (i6), (17) et (18) de la Note VUl subsistent également pour des 
valeurs réelles et pour des valeurs imaginaires de z. En partant de ces 
remarques, on parviendra bientôt à reconnaître comment on doit modifier 
les propositions et les formules ci-dessus démontrées dans le cas où les 
expressions 

i/o> Wi, 1/2, •••» »^> y^ z 

deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on établira sans peine, à Taide 
des formules (6), la proposition suivante,, analogue au corollaire I du théo- 
rème I : 

TnÉORfeMB II. — Supposons que la série (i), étant imaginaire, demeure con- 
vergente quand on réduit ses différents termes à leurs modules respectifs. Le 
produit (3) convergera nécessairement, pour des valeurs croissantes de /i, 
vers une limite finie réelle ou imaginaire. 

De plus, on prouvera facilement que les équations (17) et (21) subsistent, 

lorsqu'on attribue à z une valeur imaginaire quelconque u -+- v)J^i\ d'où il 
résulte : i"" qu'on peut exprimer par des produits composés d'un nombre 
infini de facteurs les expressions imaginaires 



sin u H- sj~ I cos w, 



a 
(27) \ 

cos u — V — I sm «, 



et les carrés de leurs modules, savoir 

j Sm*W 4- ( j C0S*£/ = C0S2W, 

{ — - — j cos* 1/4- ( — — 1 8in*a =r 4-COS211; 

a** que les expressions 

arctang(— _^-^^cotiij, 

(29) ^ 

( arctang^ ^^~^.^ tangiij 
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sont respectivement égales aux deux sommes 

arc tang arc lang 4- arc tang 



U " Il — U TTH-M 

— arc tang h arc tang 



• • • # 



27: — u 27: H- a 

(3o) 

1{^ 2C IV 

arc tang arc tang 4- arc tang ^ 

*^7: — 2W °7:-h2M "^37:— 2// 

2r 2 1^ 

— arc tang 7i h arc tang -z 

°37: -h 2£/ °D7:-H2W 

augmentées ou diminuées d'un multiple de la circonférence 27:. D'autre part, 
comme les expressions (29) et les sommes (3o) sont des fonctions continues 
de V qui s'évanouissent toujours avec cette variable, on peut assurer que le 
multiple dont nous venons de parler se réduit à zéro. 
Si l'on suppose en particulier «/ = 0, on trouvera 

— 2— = ^'-^ Sij(^^Ï^JV-^M--'' 
(3i) <' ^ ^ 

• et* 






On trouvera encore, en prenant u-=^jt 

arc tang ^^q-^; = arc tang— —arc tang ^ 

(32) 

arc tang r arc tang — 

^57: 77: 

el, en prenant a = t', 

—^ C0S2.= 2P«(^M--,-j(^i4-^j(^.4-3^j..., 

(33) ' 

C0S2(^ 



/ 2*P*\/ 2S'*\/ 2*t'*\ 



Enfin, si dans la formule (32) on suppose la valeur numérique de — infé- 
rieure à l'unité, les deux membres de cette formule pourront être déve- 
loppés suivant les puissances ascendantes de v^ et la comparaison des coef- 
ficients des puissances semblables dans les développements dont il s'agit 
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fournira les équations 



(34) 



I — 


I 
3 


H- 


I 

5 




I 

7 


H-.. 




4' 


I — 


I 
3' 


-+- 


1 
5» 


— 


I 

mi 

J 


H-.. 




7^ 

32' 


I — 

• • • 


I 
'3» 

• • * 


-4- 
• • < 


I 
5» 

> • • 


• • 


I 

• • • 


-1-.. 


• • • 


57:» 
i536 



dont la première coïncide avec Téquation (4o) du Chapitre IX (§ II). 

(Concevons maintenant que, après avoir divisé par v les expressions (29) et 
les sommes (3o), on fasse converger la variable v vers la limite zéro; on 
trouvera, en passant aux limites, 



I I 
col M =: 



(35) 



U TT — U TT-f-li 27: — U ITi -^ U 

^ «^^"(T:«_a»"^i'*7r»-i/« ■^3»7:*-a« "^ -j' 

f I I I f 

tangw — h 5 15 h p— 

TT 7r 37: 37r 57: 



(36) 



U — ha - — ' — u ha ■ a 

22222 



Comme on a d'ailleurs généralement, pour des valeurs numériques de a infé- 
rieures à celles de a, 

I I / a*\~* I a* a* 

on tirera des formules (35) et (36), en supposant la valeur numérique de a 



plus petite que -> 



I 2a / I I 1 \ 

cota = i''"l"-i-^Tî-^7i-^--- 

a 7:* \ 2* 3' 4 / 

2 a»/ I I I \ 

(37) / ~^V"^^'^3^'^4^"^--7 

2 M» / I I I \ 

-l^'-(' + ^ + 3-. + 4ï+---j 
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langa= _ (^, + _ + _ + _+.. .j 



(38) 



i'm* / I I I \ 



Par suite on aura, en vertu des équations (25) et (26), 
(39) cotw =---_.-_ 



u 6 1.2 3o 1.2.3.4 43i'2.3.4.5.6 
tangtt = ^ (2>- i)— - ^ ^ (2*-- 1) 



6 1.2 3o 1.2.3.4 

(4o) { 

42 ^ ^ 1 .2.3.4.5.6 

Si Ton ajoute ces dernières, après y avoir remplacé u par |e/, on obtiendra le 
développement en série de 

., , , cos^fi sinjw I 

cotja -h tanglM = -:— 7 — i r— = -; — ; i— = 2cosecM, 

' °' sin^w cos^a sin|ucosj</ 

et l'on en conclura 

coséca = - 4-^(2 — 1) h «-(2»— 1) 



a 6 i»2 3o 1.2.3.4 

(40 : 

I . _ . 2/1* 

42 1.2.3.4.5.6 

Nous ne nous arrêterons pas davantage sur les conséquences qui dérivent 
de la formule (17). On peut consulter sur cet objet l'excellent Ouvrage 
d'Ëuler, qui a pour titre Introductio in Analysin infiniiorum. 
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